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1 Uvod

1. Tema

Glavna tema kursa je kvantovanje polja u Riemann-ovom prostoru. Pre svega ¢emo se bavi-
ti skalarnim poljem i operatorskim kvantovanjem. To znaci, gledamo klasi¢nu jednacinu za

skalarno polje
(O4+m*+E(R)P =0, (1.1)

i njena reSenja, a onda polje kvantujemo na standardni nacin: definiSemo operatore kreacije
i anihilacije, komutacione relacije, vakuum, Green-ove funkcije itd. To omogucava da se ana-
liziraju i izracunaju razni efekti, a u kursu ¢emo se uglavnom truditi da uvedemo osnovni
tehnicki nivo rac¢una, kao i da razmotrimo karakteristi¢ne nove efekte koji se javljaju u zakriv-
ljenom prostoru a ne vide se u ravnom. U principu, kada definiSemo kvantno polje mozemo da
gledamo i njegove povratne efekte (‘backreaction’) na gravitaciono polje odnosno geometriju,
semiklasi¢no,

1
R, — 3 Ry, + ANgu =81 (1,,) . (1.2)

Samo kvantovanje kao i mnoge ra¢une moguce je izvesti i za spinorsko i elektromagnetno polje,
i po svoj prilici nije previse komplikovano: mozda u buduc¢nosti dodam i te delove u kurs.
Dalje: polja se u krivom prostoru mogu kvantovati i preko funkcionalnog integrala i neki vazni
rezultati u oblasti dobijeni su na taj nacin; sem toga, u veéini knjiga bar neki deo je posvecen
funkcionalnom kvantovanju. Mi se drzimo pocetnog nivoa.

Treba imati u vidu da su i kvantna teorija polja i opSta teorija relativnosti (kao i teorija
diferencijalnih jednacina) matematicki veoma razvijene oblasti, i lako se naleti na primenu
tezih teorema ili formalizma. Tako da nisam sigurna da je moguée da se sve teme obrade
matematicki precizno sa jedne strane, a opet na razumnom ‘fizicarskom’ nivou strogosti. Ipak
razni efekti mogu da se vide, diskutuju, da se razvije intuicija, a za razradu, po ZzZelji, ima
puno literature. Jedna od stvari je da se, pokusavajué¢i da kvantujemo polje u krivom prostoru,
zapravo vra¢amo na kvantovanje u ravnom, da bismo shvatili Sta je isto, Sta moze ili treba da
se uopsti i prenese (npr. zbog principa ekvivalencije) a §ta je drugadije.

2. Sadrzaj

Glavni koncepti kroz koje ¢emo proé¢i, mozda ne u ovom redosledu, su: pojam cestice i vakuuma;
Unruh-ov efekat i detektori cestica; kvantovanje u kosmoloskim i specijalno, de Sitter-ovom
prostoru; Hawking-ovo zrac¢enje. Motivacija za kurs je da se sa jedne strane upoznamo sa vaznim
idejama kao Sto su analiza pojma Cestice u zakrivljenom prostoru i Hawking-ovo zracenje, a sa
druge strane, danas aktuelnije, da se nauci kako se kvantuju polja u kosmologiji.

3. Literatura

Osnovne knjige za kurs su:

— Birrel & Davies, Quantum Fields in Curved Space, CUP 1982



— Mukhanov & Winitzki, Quantum Effects in Gravity, CUP 2007

— Wald, QFT in Curved Spacetime and Black Hole Thermodynamics, Univ. Chicago 1994
pa ¢u delove koji su napisani/predavani po nekoj od njih oznacavati sa B&D, M&W, W.
Dodatno, postoje odnosno koris¢eni su:

— Parker & Toms, QFT in Curved Spacetime, CUP 2009

— Fulling, Aspects of QFT in Curved Spacetime, CUP 1989

— Bogoljubov, Logunov, Oksak i Todorov, Opsti principi KTP, Nauka 1987

— neki radovi

i naravno,

— Abramowitz & Stegun: Handbook of Mathematical Functions

— Erdelyi: Higher Transcendental Functions

— NIST Digital Library of Mathematical Functions



1.1 Prolog: harmonijski oscilator u spoljasnjem polju

M&W

Kvantovanje u zakrivljenom prostoru je u stvari problem kod koga se razmatra kretanje ¢estice,
ili evolucija kvantnog sistema u spoljasnjem polju: to znaci da se u principu ne odrzava energija,
u sluc¢aju polja ni broj Cestica u sistemu. Jednostavan primer iz kvantne mehanike koji ovo
ilustruje je kvantni pobudeni harmonijski oscilator.

Posmatramo sistem zadat sa ] ]

H:§p2—|—§w2x2—Jx. (1.3)
Funkcija J = J(t) definiSe spoljasnju pobudu sistema, interakcioni ¢lan je najjednostavniji,
‘monopolski’, tipa struja x polje, masa m = 1. Energija nije odrzana, a sistem kvantujemo u

Heisenberg-ovoj slici. Uvodimo, pored z(t) i p(t), operatore kreacije i anihilacije

w

=3 (a4 Za0) . a0 =[5 (w0~ Lo0) (1.4

U svakom trenutku vaze kanonske komutacione relacije

@) p®] =7, . fa(t),d' ()] =1. (1.5)
Hamiltonijan (1.3) zavisi od vremena,
w a al
H(t) = 5 ot} + 5 wa(t)? — T()a(t) = % (alt)al (1) + ' (Dalr)) — (t)\/% W sy, o)
Jednacine kretanja
C;—f—p, %:—w%—h] (1.7)
postaju
da iwa + —— J (1.8)
at * e

a njihovo resenje je
t
‘ 1 -
a(t) = e ™" | const + —— /em J("dt' | . 1.9
0 ol Kalld (1.9

Konstanta u poslednjoj jednacini je operator, pocetna vrednost od a(t): const=a(0) = ay,
Drugi ¢lan je funkcija, proporcionalan jediniénom operatoru, pa razume se imamo [a;,, ajn =1.

Pretpostavimo sada da je J(t) # 0 samo za ¢t € (0,7, tj. da je pre i posle ovog perioda

oscilator slobodan. Tada je .
a(t) = a, e ™", t<0 (1.10)

gde je in-oblast t < 0 tj. period pre interakcije sa spoljasnjim poljem, i
T
» 1 - .
a(t) =e ™ | ayp + — /e“’t JEYdt' | = e ™ ap, t>T. 1.11
( ) \/ﬂ / ( ) t ( )
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Ovde je out-oblast ¢t > T, a ay 1 a4y, se razlikuju za konstantu,

T
Qout = Ain + JO ) JO - . /eth/ J(t/) dt/ : (112>
0

o

Takode, ocigledno, vazi

1
5) t<0, (1.13)

1
H=w(al a0+ 5. t>T. (1.14)

H=w(al a;, +

Zmaci, u in i out oblastima imamo dva razli¢ita (a prirodno definisana!l) operatora anihilacije
koji defini$u razli¢ite vakuume,

Ain |02n> — 07 Aoyt |Oout> =0. (115>

Mozemo tac¢no i da vidimo medusobni odnos ovih vakuuma: Vakuum |0;,) je koherentno stanje
za vakuum |0,,), jer zadovoljava jednacinu

Qout |Om> - JO |Ozn> (116)
koja je karakteristicna za koherentna stanja (Jy je kompleksno, a,,; nije hermitski).

Domaci 1 Pokazati da za koherentno stanje a|z) = z|z) vazi

oo

22 n 2
|2) = e Z \jm ), (z|z|2) = \/;Rez, (z|z|2) = V2wIm z, 12) = ae®® |0)
n=0 :

(1.17)
i na¢i konstantu normiranja «.
U prethodnom zadatku ekscitovana stanja |n), ili |ngu)
1 T Nout
out) = ' (Cout) |Oout) (1.18)
Nout:

i vakuum |0,,;) obrazuju Fock-ov prostor.

Iz (1.17) se vidi da u out-vakuumi imamo in-Cestice, i to (sa ordedenom verovatno¢om) proizvoljno
mnogo: njih kreira polje koje je delovalo izmedu 01i 7. Takode, vidimo da je

w

Ol HO0w) = 5 <0, Ol HOI0W) =3 + 1A, t>7T. (1.19)

(=}



2 Kvantna teorija polja u ravnom prostoru

B&D

Razmatramo realno skalarno polje u 4-dimenzionalnom prostoru signature (+---). Da fiksiramo
oznake. Dejstvo i lagranzijan su

(10,20, — m*®?) (2.1)

Sz/d%ﬁ, £:%

generalisani impuls, T = ® = 9y, a jednacina kretanja — Klein-Gordon-ova jednacina,

O+m*)®=0. (2.2)
Tenzor energije-impulsa dat je sa
™ = 0'®0"d — " L, (2.3)
odnosno
T = % (0°®)* + % (0'®)* + %mQCDQ , TV =090, (2.4)

Partikularna resenja Klein-Gordon-ove jednacine su ravni talasi, pozitivne energije

1 ) o 1 . /-
Up = ——— e—zwt+zk-r - = e—zkac 7 w = k2 + m2’ (25)

(2m)3 2w (2m)3 2w

1 negativne energije,
1

Ut = ———— ' 2.6
g (27)3 2w (26)

a skup {ug, uz*} je kompletan skup resenja. Opste reSenje je

e~k 4 0‘12* eikx) = /d3k (a,gu,; + oz,;*u,;*) . (2-7>

&
2@ _/\/(2ﬂ)32w (o

2.1 Skalarni proizvod

Za dve funkcije tj. polja ®; 1 ®5 uvodi se skalarni proizvod formulom

Ovaj skalarni proizvod se za reSenja Klein-Gordonove jednacine odrzava u vremenu. On se (kod
realnog polja) svodi na simplekticki proizvod dva polja,

(1, Py) = —’i/d?’:c (P17 — m Do) . (2.9)

7



U naivnom kvantovanju relativisticke Cestice, prostor stanja bio bi kompleksifikovani prostor
funkcija ®(x), i kao $to znamo, on sadrzi i pozitivno i negativno-energetska resenja. Ako se
ograni¢imo samo na pozitivno-energetska resenja, tj. talasne funkcije oblika

—he ot (g) = Az e e (2.10)

T(x) = Laﬂe
® <x)_/\/(27r)32w E

lako mozemo proveriti da je na tom skupu (,) pravi skalarni proizvod jer vazi
(dF, 1) = /d%a,;@;;, (2.11)

paje (®F,®*) >0, (&, &%) = (&t &F)*. Gornji skup obrazuje jednocesti¢ni Hilbert-ov
prostor za skalarno polje, ali nije zatvoren pri evoluciji.

Ortonormiranost skupa {uz, uz*} omogucava da se lako odrede koeficijenti u opstem resenju
jer vazi

(up, u) = 6(k — K, (ug,up™) =0, (ug*, up*) = —0(k — k). (2.12)

Zato je ap = (®,ug). Videtemo da se izraz za skalarni proizvod moZze uopstiti na zakrivljen
prostor. Izbor da se skup bazisnih funkcija sastoji od ug i njima kompleksno konjugovanih ;"
je standardan i bitan, jer njime je odreden i podskup {u;} koji definiSe prostor jednocesti¢nih
stanja (pozitivne energije) — bez obzira na to da li su funkcije up eksponencijalne po vremenu
ili ne, odnosno bez obzira na to kako je vreme definisano.

2.2 Kvantovanje

Kvantovanje skalarnog polja je standardno: definise se kanonskim komutacionim relacijama
[D(t,7), m(t,7)] = id(F —7), ostali komutatori nula,, (2.13)
ili sa L
laz,az'] =6(k — k'), ostali komutatori nula . (2.14)

gde smo amplitude oscilatora zamenili operatorima kreacije i anihilacije, ap — aj, a;* — aET :

Vakuum je zadat uslovom
O (x)[0) =0, ili agl0) =0, (2.15)

a prostor stanja je Fock-ov prostor.

Kao sto znamo, energija vakuuma je beskonacna, ako se ne uvede nacin da se ova beskonacnost
eliminiSe. U ravnom prostoru to je moguc¢e normalnim uredenjem. Divergentni deo dobija se
iz izraza

o0

1 1
(0|H|0) = (0] §/d3kw(a,§ az +azaz')|0) = 563(0)/\/k2+m247rk2dk. (2.16)

0



Deo divergencije koji potic¢e od d-funkcije tj. beskonacne zapremine prostora je IR divergencija.
Drugi faktor u prethodnoj formuli je divergentan za velike impulse odnosno energije, pa je UV
divergencija. U m-dimenzionom prostor-vremenu izraz bi bio slican: umesto 47 imali bismo
povrsinu sfere u n — 2 dimenzije,

(n—1)r"z

Sps = (2.17)

a umesto §-funkcije moZzemo da zamenimo zapreminu prostora, (2m)"~1§"1(0) — L"1. Za
energiju vakuuma se dobija
1/ L\n! T _ (n— 1)71-”771 m" s [2\n-1 ¥ E2N\L k2252 k2
() o (2 (1 K () ()
(27 / T T 2 s T
0 0

Poslednji integral moze da se kvantifikuje ako se formula

o0

/(1 )T = T (2.18)

0

koja vazi kada je Rew > Rez > 0, analiti¢ki produzi. Tako dobijamo

mr L_) -1

ol =" (4 i (219

UV divergencija vidi se i pre integracije, u vrednosti tenzora energije-impulsa npr. u (0|®(z)®(x)|0) .
Sam ovaj izraz je divergentan jer se uzima ocekivana vrednost uopstene funkcije (tj. distribu-
cije) na kvadrat, koja nije dobro definisano: ne moZzemo tacno da odredimo vrednost polja

u tacki. Alternativni na¢in regularizacije energije (koji se koristi u zakrivljenom prostoru) je
‘point-splitting’: zamena

(0@(2)®(2)|0) — lim (0]@(2)P(2)]0) . (2.20)

Poslednja vakuumska ocekivana vrednost je Wightmann-ova funkcija koju uvodimo u slede¢em
odeljku; njeno divergentno ponasanje moze precizno da se odredi i, samim tim, da se regulari-
zuje.

2.3 Green-ove funkcije

Sve Green-ove funkcije mogu se izraziti kao konturni integrali,

4 —ik(z—1')
Q(:v;:lf’)z/(d/7€ ‘ (2.21)

o) K2 —m2

a konture integracije date su na sledecoj strani (skenirana iz B&D).



G

(1)
iG

Gr

Ga

iG ™~

Gr




Oznake koje se koriste su

Gt (z;2") = (0|®(x)P(2)|0) Wightman

G~ (z;2") = (0|®(2")P(2)]|0) = Gt (/5 x) Wightman
iG(x;2') = (0|[®(z), ®(2")]|0) = G (x;2") — G~ (x;2") Pauli — Jordan
G (x;2") = (0{@(2)®(2")}|0) = GT(2;2") + G~ (w5 2) Hadamard
Gr(x;2') = —0(t — t')G(z; ) retarded
Ga(z;2') =0t —t)G(x;2") advanced
iGr(w: ) = OIT(@(@)B()|0) = 0(t — )G* (z30') + 0(¢ — )G (230')  Feynman

Prve ¢etiri Green-ove funkcije zadovoljavaju (homogenu) Klein-Gordon-ovu jednac¢inu (jer je i
kvantno polje ®(z) zadovoljava),

(O, +m?) G(z;2") =0, (2.22)
a preostale tri, koje se definisu preko step-funkcije (¢ — t’), nehomogenu jednacinu,

(O, +m?) Gp(a;2)) = =0z — o), (O, +m?) Gralz;2') = 6z — o). (2.23)

Domaci 2 Pretpostavljajuc¢i da Green-ove funkcije, zbog ivarijantnosti na Lorentz-ove trans-
formacije, zavise samo od kvadrata rastojanja izmedu tacaka z i 2/, G(x;2') = G(0), uz
1 "2
o==(z—2a")",
(- a)
naci opste resenje Klein-Gordon-ove jednacine (J, + m?)G(o) = 0. Komentarisati neprekid-
nost resenja i grani¢ne uslove npr. za funkciju Pauli-Jordana. Da li je, osim dobijenog, i
€(t —t')9(20) resenje Klein-Gordon-ove jednacine?

(2.24)

Za Klein-Gordon-ovu jednacinu u n-dimenzija vazi da se sva njena reSenja, uopStene funkcije
F(z), mogu razmatrati kao jednoparametarska familija F(z)|,0—; = F;(7) koja zadovoljava
jednacinu
0’ — &
— F(r) = .
IR D2

i=1

Fy(7). (2.25)

Dalje, moze se pokazati da ova jednacina ima jednoznac¢no reSenje za proizvoljne pocetne uslove
Cauchy-jevog prolema, tj. za svaki par uopstenih funkcija ug, uq:

FPleo = w0(7), o ey = ma (7). (2.26)

(Bogoljubov&L&O&T)

Razume se, obilazak konture definise pocetne uslove. Da bismo ovo detaljnije videli, izrac¢u-
nac¢emo eksplicitno Feynman-ov propagator, integracijom po konturi sa slike. Imamo

1 B ® e—ikot -
Gr(z) = (2ﬂ)4/d3kek /deo (w: \/k:2+m2> (2.27)

— 00
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- —iwt iwt
= (271& /d% otk (6(15) omi +0(—t)e ) = 0(t) Gpy + 0(—t) Gp_ .

2w 2w

Izracunac¢emo jednu od ove dve funkcije, a trebalo bi da su iste,

GF+ =

) . N =
ezkr —e 1kr> e VE2+m?t

11
s | !

4 zk:r —ivVkZ+m2t
= i 2.28
2(2m)2 7 d?“ \/ k2 - m2 ¢ (2.28)

Koristicemo formulu (A&S, (9.1.25))

H,EZ)(Z) = —— '3 ¢ izcoshi—vT dr, —7 < Phasez < 0. (2.29)

—0o0

Da bismo je primenili uvodimo dve smene: prvo, k = m sinhu, pa integral postaje

i1 d [ e
G - - zmsmhur—zmcoshutd ] 2.30
i 2(2m)2r dr /e N (2:30)
Slede¢a smena je mrsinhu — mtcoshu = —zcosh(u + B), 2% = m?(t* — r?) = 2m?c. Ovde

je z>0 jer je t > 0; vrednost B je nebitna. Ako zamenimo v — u + B, dobijamo

1 1d T h ] d (2)
— - iz coshu _ - H 29m?2
Gry 2(2m)2r dr / © du 2(2m)? (=mi) Hy™(V2m?o)
z'm2 1 2)
=—— H,” (V2m?0). (2.31)

Odavde se izmedu ostalog vidi asimptotika. Za male vrednosti argumenta z Hankel-ova funkcija
se ponasa kao Hf)(z) ~ 21
1

8120

Gp ~

(2.32)

Ova formula daje ponaSanje propagatora na svetlosnom konusu, a takode i (neprekidni) deo
propagatora za bezmaseno polje (negde fali 7) koji je

7 1
— (o). (2.33)

8120 Sm

DF(fES 33,) =

U drugoj asimptotskoj oblasti, za veliko i negativno o npr. za t =0, 0 = —% , koristeci da je
Hl(z) ~ —y/ = €, dobijamo da je
m -2 —mr
Gp ~ o3 e (2.34)



Posto ¢e nam nesto od ovoga mozda trebati, a i radi potpunosti, prekucavam konacne izraze za
neke Green-ove funkcije za skalarno polje iz Bogoljubova (nadam se da nema gresaka, notacija
u knjigama je razlicita).

1

Glx) = —5-€(t) (5(20) — 0(20) % T 2m20)> (2.35)

Gy =" L e o). (2.36)

42 \/—2m2o
U poslednjem izrazu vednost modifikovane Bessel-ove funkcije K; se uzima u limesu o =
lime, & ((t —i€e)? —7?)
N.B. Modifikovane Bessel-ove funkcije su (naravno resenja odgovarajuce diferencijane jednacine,
ali se mogu shvatiti i kao) analiticka produzenja Bessel-ovih funkcija; A&S kaze

_vmi 3vmi

I(z)=e"% J,(2¢7), -7 <argz< Z, L(2) =e %" J(ze= %), F<argz<T

Vi

K,(z) =%e"s HV(2e%), —1 <argz < Z, K(z)=—-%e 2 HP (ze™ %), F<argz <

Jos samo kratka napomena u vezi sa propagatorom. Iz integralne reprezentacije Feynman-ovog
propagatora odnosno konture integracije vidi se da rezultat ostaje isti ako se kontura zarotira
u pozitivnom matematickom smeru, tako da se integrali po Im kg, tj. od —ioco do +ioco. To

odgovara smeni kK = —iky, 7 = —it. Dobija se da je
Gr(t, 7t 7)) = —iGglit, it ) (2.37)
gde euklidska Green-ova funkcija data sa
1 eiE-(Fff")er(‘rfT’)
Gp=-——— // drd" 'k - (2.38)
(2m)" K2 + k2 +m?
zadovoljava jednacinu
0? 0 0 9 n
(W toiga ™ ) Gp(x;2') = =" (z — 2') . (2.39)

2.4 Termalne Green-ove funkcije

Uveséemo i termalne Green-ove funkcije. Naime, Green-ove funkcije su ocekivane vrednosti
proizvoda dva operatora polja u vakuumu, na primer

G (z;2") = (0|®(2)®(2)|0) = Tr () D(2")[0)(0] . (2.40)

Ako je polje u termodinamickoj ravnotezi na nenultoj temperaturi, nisu ta¢no odredeni ni
njegova energija ni broj cestica. Polje je u meSanom stanju p opisanom velikim kanonskim
ansamblom,

sanmy _ CEN-H
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U prethodnoj formuli operatori su hamiltonijan polja H i broj cestica N. [ je [ = kBLT,

1 je hemijski potencijal a ) termodinamicki potencijal, funkcija koja se dobija iz normiranja
Trp =1. Veli¢ina
7 = Tre PH-1N) — =59 (2.42)

zove se (velika) particiona funkcija.
Ocekivane vrednosti opservabli u termodinamickoj ravnotezi su

(A)g =TrpA. (2.43)
U skladu sa tim defini$u se termalne Green-ove funkcije, npr. gornja G kao

G (z;2") = (@(2)(a"))g = Tr &(z) O(2) P HuN—H) (2.44)

Ako pretpostavimo da se broj Cestica zanemarljivo menja tj. da je p = 0, vazi na primer
Gy (t, 7t 7) = Gt +iB,7: t,7). (2.45)

Ova formula dokazuje se na sledeé¢i nac¢in. Posto je

O(t,r) = ' (t=to) O (tg, ) e tH(—t0) (2.46)
imamo
— 1 —
GE(?’:,T’, t,,fl) = WTI‘@ BH @(t,’f_f) @(t/,T_’I) (247)
1
= w Tr 6_’3H (I)(t, 7:’) BBH B_BH @(t,, 7:")
1

= oo e Ot i, 1) e PO ) = Gy (t+iB T L T).

Odavde, za termalnu funkciju Hadamard-a imamo
G(ﬁ)(t,r; t',f’):G(B)(t—i-zﬂ,r; t, 7). (2.48)
Sa druge strane, posto je komutator polja funkcija, vazi

iGalt, 7 £, 7) = Trp [B(t,7), B, 7)] = [B(t,7), B, 7)] Trp = iG(L, 7 ¢, 7). (2.49)

Termalne Green-ove funkcije se dosta koriste u diskusijama efekata kvantovanja u zakrivljenom
prostoru; ¢ini mi se da ih mi ne¢emo koristiti.
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3 Kvantovanje u zakrivljenom prostoru

Osnovni formalizam kvantne teorije polja se moZe preneti iz ravnog u zakrivljeni prostor di-
rektno i formalno. Osnovni korak koji obezbeduje kvantovanje, za skalarno polje, je linearnost
Klein-Gordon-ove jednacine i egzistencija kompletnog i ortonormiranog skupa njenih partiku-
larnih resenja. Za to je dovoljno da prostor bude globalno hiperbolicki, tj. da ima Cauchy-jevu
povrs, hiperpovrs prostornog tipa na kojoj se mogu zadati pocetni uslovi, tako da se evolucijom
povrsi unapred i unazad dobiju sve tacke prostora (i vrednosti polja u njima). To naravno ne
znaci da polje ne moze da se kvantuje na prostorima koji nisu globalno hiperboli¢ki, ali mi ¢emo
po pravilu razmatrati najjednostavniji slucaj.

Ispostaviée se da pojam Cestice nije lako preneti u opStu teoriju relativnosti. U nekim sluca-
jevima, kao $to je staticko ili asimptotski ravno prostor-vreme, to je moguce; u drugim sluca-
jevima kao $to su prostori sa zatvorenim svetskim linijama, pojam Cestice je besmislen. Osim
formalno, B&D definisu pojam ¢Cestice i u operacionom smislu, uvodeci detektore cestica. To je
svakako dobro jer daje odgovor na pitanje Sta konkretni posmatrac¢ meri; ali verovatno je ¢esto
komplikovano. U svakom slucaju, po analogiji sa primerom oscilatora u spoljasnjem polju sa
pocetka, jasno je da gravitacija moze da kreira i anihilira ¢estice. Drugu vazan aspekt kvantne
teorije polja u zakrivljenom prostoru, koji ¢emo na vise nacina razmatrati, je nepostojanje
jednoznac¢no definisanog vakuuma polja.

3.1 Struktura Riemann-ovog prostora i simetrije

Prostor-vreme koje posmatramo je 4-dimenzionalni Riemann-ov prostor (neke formule ¢emo,
slede¢i B&D, datiiu n dimenzija), sa signaturom (4 - - -), koordinatama z* i metrikom g, (z),

ds® = g, dx" da” g=detg,, . (3.1)

Transformacije koordinata tj. difeomorfizmi ne menjaju geometrijske karakteristike prostora.
Prostor je Riemann-ov, njegove osobine opisujemo pomoc¢u Christoffel-ovih simbola I'*,,,
Riemann-ovog tenzora krivine R¥,,, itd, torzija je nula.

Karakteristike prostora kao i fizicka polja opisana su tenzorima, koji se transformisu npr. po

/ /
, Jx* Ox”
P7 o Qxp Oxo M

(3.2)

Tenzori se definiSu na tenzorskim proizvodima tangentnog prostora (obrazovan vektorima 0,,)
i kotangentnog prostora (obrazovan 1-formama dz*) koji su linearni. Simetrija tangentnog
prostora je lokalna Lorentz-ova simetrija.

Specifi¢ni bazis u kotangentnom prostoru je lokalno-padajudi, ili ‘moving frame’ bazis (tetrada):
to je bazis 1-formi i vektora,

0% = 0, (x) dx", eq = eh(z)0,, (3.3)
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u kome su komponente metrike konstantne,
g(6%,0%) = n? ds* = (6°)* — (6")*. (3.4)
(B&D oznacava 0 — Vi) Vazi
g = e = 0207 " (3.5)
Posto lokalno padajuéi sistem zavisi od tacke u prostoru, vazi
lea, 5] = Cap ey, (3.6)

C74p su strukturne funkcije ili Ricci-jevi rotacioni koeficijenti.

U lokalno padajucem sistemu prirodno se definiSe diferencijalna geometrija, a okvir je nesto
siri, Riemann-Cartan-ov prostor. Kratko ¢u sumirati par formula koristeéi i dalje notaciju koju
koristi Madore, a sli¢na je i u Nakahari. U linearnom prostoru formi spoljasnji izvod je dat sa

d = da" 9, = 0%, (3.7)

pa imamo i df* = —1 C,0°07. Element zapremine dat je sa dV = /—gda®...da"! =
09t ...0" 1 moze da se definiSe Hodge-dual, antisimetri¢ni tenzor ey ,—1 je, zapisan u
frame-indeksima ima konstantne vrednosti 0, +1, i tako dalje. Torzija ©“ i krivina Q%g se
definisu strukturnim jednacinama iz povezanosti tj. linearne (ili spinske) koneksije, 1-forme
w = w%s 6° . Tmamo

1
0% =df”* +w50%, Q% =dws +w W= 5 R0 06° (3.8)

a Bianchi-jevi identiteti glase
dO” +w 30 =Q0°,  dO% +w* NV — Q% w5 =0. (3.9)

U ovim formulama podrazumeva se spoljasnji proizvod izmedu 1-formi. Ako je torzija nula,
koneksija moZe jednoznacno da se izrazi preko strukturnih funkcija C“g,,

1

) (Capy + Crap — Csra) - (3.10)

Wapy =

Vra¢amo se u Riemann-ov prostor. Treca simetrija koja ¢e biti vazna su konformne ili Weyl-ove
transformacije. One transformisu jedan prostor u drugi, odnosno metriku, na slede¢i nacin

G () = G () = O?(x) G (), (3.11)

gde pretpostavljamo da je Q(z) nesingularna funkcija. Pri konformnim transformacijama
imamo, dalje

I7 =7, =17, +Q7" (55 Qo +000, — g g7 Q;U) (3.12)

1 DV — v — — v 1 —-n n— o SV
Rl — R, =Q7R, — (n—2) Q0 Q) 0" + — 2" (Q o 97700 (3.13)
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R R=Q7R+2n—-1)Q7"Q,, ¢ +n—-1)n-4)Q0"Q,Q,¢". (3.14)
Pri tome se skalarno i spinorsko polje transformisu kao
dd=07"d, Ypo>QT Y, (3.15)
a skalarni laplasijan,

1

O0¢ =g V,V,d =
g N

O (V=99 0,®) , (3.16)

kao
n—2 - n—2 =\ = n42 n—2
O+ —R|?—>|{0O+—R)P=Q" 2 (O+——-R|D. 3.17
O+ g ®) e~ O+ g ®) O+ gr)e 6
2_7" i 1_7” su konformne teZine skalarnog i spinorskog polja.

Vide¢emo da su neki vazni prostori konformno ravni, i tada konformna transformacija omogucava
da se Klein-Gordonova jednacina resi u konformno slicnom prostoru i da se onda reSenja vrate,
Sto zapravo omogucava kvantovanje (odredivanje Green-ovih funkcija itd.). Znamo od ranije da
se pomoc¢u konformne transformacije prostor-vreme moze kompaktifikovati, i prikazati preko
Penrose-Carter-ovog dijagrama, na kome se onda preglednije ili bolje vidi struktura asimp-
totskih oblasti i singulariteta; na Penrose-ovom dijagramu svetlosni konus je u originalnom i
transformisanom prostoru isti, ds? =0 < ds? = 0.

Da nacrtamo Penrose-ov dijagram za 2d prostor Minkovskog. Element duzine
ds® = dt* — da?, t,x € (—00,00) (3.18)
se preslikava, koordinatnom transformacijom

u=t—xz, v=t+ux, u,v € (—00,00) (3.19)
ds* = dudv . (3.20)

Nova koordinatna transformacija daje

v = 2arctanu, v =2arctanwv, u' v e (—m,m) (3.21)
1
ds* = ) ~du' dv'. (3.22)
4 cos? 5 cos? &

To znaci da konformna transformacija sa

u’ v’
Q2 =4 cos® — cos® — (3.23)
2 2
preslikava prostor Minkovskog, ds? = dudv, u,v € (—o0,00) , u prostor (sa metrikom Minkovskog)
ds? = du'dv', u',v' € (—m, 7). Penrose-ov dijagram koji odgovara ovom prostoru, tzv. ‘dia-
mond’, kvadrat koji stoji na jednom svom temenu je svima poznat pa ga ipak necu crtati.
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3.2 Klasi¢na polja

Jednacine za klasi¢na polja slede iz principa najmanjeg dejstva,
S = /d‘*:cz, (3.24)

a tenzor energije-impulsa je

2 48
™ = — ——. 3.25
vV —9g 5g;w ( )
3.2.1 Skalarno polje
Lagranzijan skalarnog polja je
1
L= 5 V=9 (9" 0,2 0,2 — (m* + (ER)D?) . (3.26)

Ovde je ¢ konstanta, parametar sprezanja skalarnog polja sa krivinom: posto je u prostoru
Minkovskog R = 0, i da postoji ovaj ¢lan se ne bi video u lagranzijanu. Vrednost & = 0

zovemo minimal coupling, a vrednost & = 4(’;—__21) je conformal coupling: u 4d konformno

sprezanje je za £ = % ,u2d za £ = 0. Za konformno spregnuta polja dejstvo je invarijantno na
konformne transformacije za m = 0; u skladu sa tim, jednacine kretanja za polje ® i konformno
transformisano & su iste tj. imaju isti oblik.

Jednacina kretanja koja sledi iz lagranzijana (3.26) je
(O+m*+ER) D =0. (3.27)

U sluc¢aju da je m = 0 i konformni kapling, imamo

<D+Jn—__21)z~z)q>zo = (D+L2)R)<T>=0, (3.28)

gde je transformisano polje ® dato u (3.15).

Skalarni proizvod dve funkcije ®; 1 @5 koji je u ravnom prostoru definisan sa (2.8), u zakriv-
ljenom prostoru se uopstava na

(@1,00) = ~i [ 2 V=G5 (81(0,8)) - (0,00)8) (3.20)

U gornjem izrazu X je hiperpovr§ prostornog tipa po kojoj se vrsi integracija, dX* = dX - n*,
n* je ort normale na 3 orijentisan u buduc¢nost, a d3 element (hiper)povrsine.

Tenzor energije-impulsa, u slu¢aju minimalnog kaplinga & =0 je
1 o 1 25,2
Tule-o = 2P = 5 v 97 C;p i + 5 gpuy M°® (3.30)
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aza £#0,

1 . 1 n—1
T = (1-2¢) PP, + (25 - 5) G 977 P, P + (5 -2 ) Juv m?®?

n

28

1 n—1
—26®,, 0+ ;gw@ b — ¢ (RW— §QWR+2§TQWR> o2

3.2.2 Spinorsko polje

(3.31)

Spinorsko polje ¥(x) je spinor u tangentnom/kotangentnom prostoru, odnosno, transformise
se kao spinor u odnosu na lokalne Lorentz-ove transformacije. U frame indeksima «, g, ...,

~v-matrice su konstantne,
(=27, STIS = A%
Gravitacioni kovarijantni izvod je dat sa
Vi = (Vah)0" = (eat) + Tat))0%,
gde je ‘
1

1
Iy = b W(SCWM&’Y = 1 Wacw’?/é’w‘

a linearnu (spinsku) koneksiju smo uveli ranije. Iz osobine da je 1y skalar, V(1) =

a Yy*1) vektor (i Leibniz-ovog pravila) sledi

Voﬂz = ea@ - QZ r, ) va’}%’ = Fa’yﬁ - f}’ﬁra - w(;@ﬁ e

Dirac-ov lagranzijan dat je sa
L=y=g9(y*Va—m)i,
ili u koordinatnim indeksima
L=y=g 9"+ L) —m),

gde je
[ =ef I, =ear", {7V =29".
Dirac-ova jednacina glasi
(iv"V, —m)y =0.

Tenzor energije-impulsa,

T}w = (@Z_}'Y(u(vu)w) - (v(;ﬂvb)%/)¢) .

N | —

19

(3.32)

(3.33)

(3.34)

0a(¥1)),

(3.35)
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3.3 Kvantovanje skalarnog polja, opsti rezultati

Pod pretpostavkom da je prostor globalno hiperbolicki, jednacina
(O4m*+£&R)® =0 (3.41)

ima kompletan ortogonalnih skup resenja {u;(z), uf(x)} koji se u odnosu na skalarni proizvod
(3.29) moze normirati na slede¢i na¢in

(Ul‘, Uj) = 52']' y (u* U*) = _61']' 5 (UZ,U;) = 0 . (342)
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Indeksi, razume se, mogu biti i kontinualni, kao kod ravnih talasa. Opste resenje jednacine je

O(z) = Z aui(x) + aju(z) , (3.43)

a koeficijenti su dati sa a; = (®,w;), af = —(P,u)).

Kovarijantno kvantovanje skalarnog polja je pravolinijska generalizacija standardne procedure:
kvantno polje ®(z) jeizraz (3.43) u kome su amplitude a;, af zamenjene operatorima anihilacije
i kreacije aj, aj koji zadovoljavaju algebru

[a;, a}] = 0;;, ostali komutatori su 0. (3.44)

Prostor stanja je Fock-ov prostor: pretpostavljamo da postoji jedan tj. jedinstveni vakuum,
vektor |0) za koji vazi

a;|0) =0, (0[0) =1. (3.45)
ViseCesticna stanja definisu se sa
1 .
[, = ——r (@)™ ... (ah)" |0) (3.46)
ny....nj;:

a ukupni prostor stanja je linearni prostor nad (3.45-3.46).

U ovoj konstrukciji, medutim, postoji ‘inherent ambiguity’ kako kazu B&D: ona je tu zato $to,
u kontekstu opste relativnosti, nema preferiranog sistema koordinata x* u kojima resavamo jed-
nacinu kretanja (3.41), kao ni preferiranog izbora vremena z° u odnosu na koje su partikularna
reSenja pozitivno ili negativno-energetska. U prostoru Minkovskog rukovodimo se Lorentz-
invarijantno$éu: preferirani izbor koordinata su Descartes-ove koordinate t,x,y, z koje se line-
arno transformisu pod dejstvom Lorentz-ove grupe, ravni talasi e*** su invarijantne funkcije, a
ako suzimo transformacije na ortohrone, ni znak nulte komponente vektora (energije, vremena)
se ne menja. U prostoru Minkovskog, i% je Killing-ov vektor a mode ug = e~ su njegove
svojstvene funkcije za pozitivne svojstvene vrednosti w. Jedna od posledica je da je vakuum
invarijantan na Lorentz-ove transformacije, kao i Green-ove funkcije. Doduse, iz ovoga ne sledi
jednoznac¢nost vakuuma: ona sledi iz prirodno definisanih grani¢nih uslova.

U proizvoljnom zakrivljenom prostoru stvari su drugacije. U principu grupa simetrije prostora
ne postoji, specijalno, ni Killing-ov vektor vremenskog tipa, tako da nemamo prirodno defini-

sano vreme. Samim tim nemamo preferirani izbor koordinata, pa su resenja jednacine kretanja
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(3.41) u razli¢itim koordinatama ravnopravna, kao i kvantovanje koje iz njih sledi. U opstem
slucaju, vakuumi definisani uslovima (3.45) koji su dobijeni razli¢itim izborima moda wug nisu
isti. Ovo mozemo da vidimo i konkretnije.

Pretpostavimo da, pored ortonormiranih moda w;(z) u odnosu na koje su polje i njegovo
vakuumsko stanje dati/oznaceni sa

d(x) = Z ai(z) + alui(z),  a;]0)e =0, (3.47)

imamo i drugi, takode ortonormiran i kompletan skup resenja v;(z). Za polje i odgovarajuéi
vakuum pisemo

O(x) =Y bwi(x) +blvf(x),  bif0), =0. (3.48)
Posto su oba skupa resenja kompletna, jedne funkcije mozemo da razvijemo po drugima,
v = Z oy ui + By, (3.49)
U; = Z Oé;i Uj — ﬁji ’U; . (350)
J
Lako se moze proveriti da druga formula sledi iz prve, i da je ay; = (vi,u;), By = —(vi, uj).

Iz ovih formula (i razvoja polja) sledi da su operatori kreacije i anihilacije povezani Bogoljubov-
ljevim transformacijama,

a; = Zaji bj + Bji b; ; (3.51)
J
b = Za;i a; — B3 aI , (3.52)
kao i relacije
Z i oGy — Bik B, = 04, Z ik Bjr — Bik o = 0. (3.53)
k k

Sada mozemo da proverimo delovanje operatora anihilacije a; na vakuum [0),: imamo
ai|0)y =D 550} 10) = Y B5il13s # 0, (3.54)
J J

(0lp Nia [0)5 = (O, afa: [0), =D 185l (3.55)
J

Odavde vidimo da vakuumi |0), i |0), nisu isti: u vakuumu |0), su jednocesti¢na stanja
kreirana operatorima a; , i obrnuto. Vakuumi su isti samo ako je [3;; = 0, odnosno ako je

podela na pozitivno i negativno-energetska stanja ista za oba bazisa.

Primetimo da je za racunanje efekata prelaza iz jednog u drugi vakuum, npr. (3.55), dovoljno
da razvijemo jedan ortonormirani bazis po drugom i odredimo koeficijente, (3.49). Naéin izbora
vakuuma i efekte tj. fenomene vezane za Bogoljubovljeve transformacije bolje ¢emo razumeti
na primerima, koji upravo slede.
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3.4 Kosmoloska kreacija Cestica

B&D

Kao prvi primer, analogan primeru kreacije ekscitacija harmonijskog oscilatora u spoljasnjem
polju iz uvodnog poglavlja, analizira¢emo kvantovanje skalarnog polja u 2d kosmologiji, prostoru
sa metrikom

ds® = dt* — a*(t) da® = a®(t) (dn* — dz?) (3.56)

gde je konformno vreme n definisano sa dt = a(t) dn. U dve dimenzije uvek postoji koordinatna
transformacija koja prostor preslikava u konformno ravan prostor.

U 2d minimalno i konformno sprezanje je isto i odgovara vrednosti ¢ = 0, pa ¢emo uzeti
da je skalarno polje minimalno spregnuto sa gravitacijom. Dalje, pretpostavicemo da faktor
skaliranja ima oblik

a*(n) = A+ Btanh pn, (3.57)

tj. da u asimptotskoj proslosti i budu¢nosti postaje konstantan, a?(n) -+ A+ B, n — +oo.
(Sli¢ica je u nastavku.)

Klein-Gordon-ova jednacina

@O+m*)®=0 (3.58)
se u ovom slucaju svodi na
(aa—; — aa—;) ® +m?a*(n)®=0. (3.59)
Partikularna resenja dobijaju se razdvajanjem promenljivih,
1 ik ] L ke e
ug(n, &) = Vo xe(m),  ugp(n,x) = Vo Xx(n) (3.60)

k € (—oo0,00) . Za x; dobijamo jedna¢inu Schrodinger-ovog tipa,

d2
(d_772 + k* + m*(A + Btanh pn)) X&(n) =0. (3.61)

Gornja jednacina moze da se resi eksplicitno. Pre nego $to to uradimo, da ispitamo asimptotiku
reSenja. U asimptotskim oblastima reSenja su ravni talasi,

n— —00: Xk = eFwmn Wl =k 4+ m?(A- B), (3.62)
. 3.62
n — +00: Xp = eFwoun 2 = k2 +m(A+ B).

out

Prema tome, imamo asimptotska in- i out-stanja, i vidimo da su, kao kod harmonijskog oscila-
tora, prirodno razli¢ito definisana, energijama w;, 1 Woys -

Jednacina (3.61) moze da se resi egzaktno u Mathematici; da uprostimo, fiksiraéemo da je

A=B=1, p=1: zaovaj izbor, w?, = k? w?,=k?+2m?
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n1:= Plot[1 + Tanh[eta], {eta, -10, 10}]
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U gornjem outprintu pokazano je resenje koje daje Mathematica. Kao Sto treba, dobili smo
dva linearno nezavisna resenja; ona su hipergeometrijske funkcije. Da bismo ih malo uprostili
uveséemo jos dodatnih oznaka, kao u B&D. Veé smo rekli,

1
win:k7 wout:\/k2+2m2; W+ =

5 (Wout £ Win), 2wiw_ =m?. (3.63)

Iz ovih definicija moZzemo da prepoznamo razli¢ite izraze koji figurisu gore

% (wgut + wzzn) = k2 + m2 wgut - wizn = 4CU+U.), = 2m2
VE* + 2k2m? — k* —m? = —2w? VEL + 2E2m? + k* + m? = 2w} (3.64)
k4 4 2k2m?2 + k? = 2w, wy k4 4 2k2m?2 + k2 4 2m? = 2w,u w4

i da ih onda pazljivo ispiSemo. Dobijamo

X1 = const - (=1 + tanhn) S (1 + tanhn)~ 2" F <iw, 1 +iw_; 1+ iwoue; #)
'L T Win 1 —_ t. h
X2 = const - (=1 4 tanh )™ 2" (1 4 tanhn)™ 2" F (z’w+, 1 —idwy; 1 — iwous; #)
gde je
b; =9 Fi(a,b; In( 3.65
F(a,b;¢;2) = oF1(a,b;¢; 2) 2 ©. i (3.65)
hipergeometrijska funkcija. Red je konvergentan za |z| < 1, a (a), = % . Hipergeometrijska

funkcija se moze napisati na mnogo nacina tj. postoji mnogo relacija koje povezuju funkcije za
razli¢ite vrednosti parametara a, b, ¢ i argumenta z : iscrpan skup formula dat je u A&S. Nas
¢e pre svega zanimati oblik reSenja u asimptotskim oblastima n — +oo, tj. tanhn — +1.
Njega je najlakse odrediti ako preslikamo argument z hipergeometrijske funkcije u 0, jer se iz
gornje formule vidi da je F(a,b;c;0) = 1.

Dakle, da bismo fiksirali bazis resenja (3.60), za svako k € (—o0,00) nam trebaju dve (linearno
nezavisne) funkcije, xx(n) 1 x5i(n). ReSenja koja je Mathematica dobila nisu jedno drugom
kompleksno konjugovana, tako da bismo mogli npr. da uzmemo x; i xi (koji je linearna
kombinacija x; i x2). O¢igledno, imamo kontinualno mnogo mogucnosti. Jedan nacin da
prirodno da fiksiramo bazis wu; je zahtevom da u asimptotskoj proslosti n — —oo resenje
postaje in-talas, xp — e~ x* — ¢“in: ovim uslovom je definisan in-vakuum. Sli¢no, ako
zahtevamo da reSenje asimptotski tezi out-talasu, yj — e ™“out = ¥ — e™outl y asimptotskoj
buduénosti n — 400, definisali smo out-vakuum.

Gore dobijena reSenja zavise od promenljive (1 —tanhn)/2, pa se njihove osobine lako vide u
asimptotskoj buduénosti, 1 —tanhn — 0. Imamo

1 + tanh
St (3.66)
1 — tanhn
pa je za n — 00 ‘ '
X1 ~ e*lwoutn, X2 ~ elwoutﬂ . (367)
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Dobijena resenja bi mogla da posluze za definisanje out-vakuuma, da su medusobno kompleksno
konjugovana. Za ispitivanje asimptotike u proslosti moze se npr. iskoristiti formula

['(¢)T(c—a—b)

['(¢c—a)T(c—b)

I(el(a+b—c)
[(a)I'(b)

F(a,b;c;z) =

F(a,bja+b—c+1;1—2) (3.68)

+ (1 — z)e7e? Flc—a,c—bc—a—b+1;1—2).

Domaci 3 Proverite, sa svim detaljima, asimptotsko ponaSanje reSenja y; i x2 u proslosti i

buduénosti, kao i ponasanje resenja u{" i u¢* datih u nastavku.

Umesto da trazimo linearne kombinacije nadenih resenja koje ta¢no zadovoljavaju asimptotske
uslove, prepisaséemo reSenja koja daju B&D i analizirati ih. Prostor reSenja je generisan ili

bazisom {ul", ui"*}
‘ 1 ki . . . . 1 4 tanhn
in _ the=iwn (9 coshn)) ™= F (1 4 dw_, iw_; 1 — jwip; ———— | | 3.69
uy = e (2 coshn) < w_,iw w 5 ) ( )

koji u 7 — —oo ima asimptotiku in-talasa pa definiSe in-vakuum, ili bazisom out-stanja
{ out out*}
uptt, ug"™

1 o ’ 1 —tanhn
wot = ———— T (2 coshn) T F (1 4+ dw_, iw_; 1 4 iweu; ———— | . 3.70
o rr ( n) ¢ 5 (3.70)

Ovi skupovi defini$u razli¢ite vakuume. Njihove osobine i odnos mozemo da vidimo ako jedan
skup reSenja razvijemo po drugom kao u (3.50),

[e.o]

Ui;n = / dk’ (akk’ uz?t + Bkk/ uz};t*) . (371)
Iz oblika resenja vidimo da je
= o 6(k — k'), Brw = Bro(k + k'), (3.72)

tako da zapravo treba da odredimo koeficijente u jednacini/identitetu izmedu hipergeometri-
jskih funkcija
ufl = ap ud™ + B u. (3.73)

Kada se zamene vrednosti za u{* i u$**, jednacina postaje

1 ik —iwn—iw_ S , 1 +tanhn
tkx—iwyn—iw_ log(2coshn) Fl1 1 .
— Ok pikr—iwn—iv— log(2 coshn) F 14w iw 1+ iwey: 1 —tanhn
m —y t—, outs 9
B ika+iw n+iw_ log(2 coshn) . . ‘ 1 —tanhn
IRTTIW ww— 10, S F* 1 _ o 1 ou ; X
+ _47rwom e + o, w1 4 oyt 5
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Vazi, razume se, F*(a,b;c;z) = F(a*, b*;c*; 2*%).

Ako sada iskoristimo relaciju (3.68), kao i F(a,b,;c;2) = (1 — 2)* %" F(c — a,c — b;c; 2),
dobijamo

. =

vV Win Wout F(_Zwm) F(_Z-(JJout) B vV Win Wout F<_2wm) F<iwout) (3 74)
k = — . .

Wy [(—iwy)? ’ w_ I(iw_)?

Posto je I'(iy)I'(—iy) = n/(ysinh7y) , imamo

9 sinh® 7w, 9 sinh? rw_
|ag]” = — . ;B == ) : (3.75)
sinh mw;, sinh Twy,: sinh mw;,, sinh Twgy;
To znaci da, ako je sistem u pocetnom trenutku 7 = —oo (i svakom drugom, Heisenberg-ova

slika) bio u vakuumu [0;,) , u kona¢no trenutku n = 400 posmatrac ¢e detektovati out-Cestice,
koje su se kreirale tokom Sirenja svemira:

<Ozn’ Nk,out |Ozn> = ‘61@’2 . (376)

Domaci 4 Resiti isti problem i odrediti koeficijente ay i (i pretpostavljajuéi da, umesto a?(n)
datog formulom (3.57), imamo step-funkciju, a?(n) =26(n).

3.5 Detektori Cestica

B&D

U prethodnom primeru pojam ¢estice smo definisali pomuc¢u asimptotskih stanja za ¢t — +oo
(odnosno n — +o00): bazis reSenja koji je u asimptotskoj oblasti n — oo preSao u bazis
ravnih talasa wu, ~ e~ ™@ink% definisao je in-vakuum, analogno za out-vakuum. Asimptotika
je dakle jedan, veoma standardan i koristan, nacin da definiSemo cestice i vakuum. Medutim, u
principu tj. u eksperimentu mi prostor-vreme ne poznajemo globalno nego uglavnom lokalno,
i ima smisla razmatrati i druge nacine. U kosmologiji, vide¢emo kasnije, definiSe se ‘trenutni
vakuum’. Sto se Cestica ti¢e, mozda je najbolje, sa stanovista fizicke intuicije, da ih definiSemo
pomocu detektora, a ne izborom bazisa ili koordinatnog sistema.

Model detektora koji se cesto koristi su predlozili Unruh i de Witt. Detektor je tackasta cestica,
kvantnomehanicki sistem koji ima svoja (unutrasnja) stanja karakterisana energetskim nivoima
E, a krece se po trajektoriji x#(7). On interaguje sa skalarnim poljem ®(z) interakcionim
lagranzijanom

L= cm(r) (z()). (3.77)

Interakcija je lokalna; ¢ je mala konstanta interakcije a m je kvantnomehanicki operator (vezan
za detektor) koji opisuje interakciju: pretpostavili smo da je ona najjednostavnija, ‘monopol-
skog’ tipa. Radimo u ravnom prostoru Minkovskog, tako da je vakuum [0) = |0,/) jedinstven,
a mode skalarnog polja su ravni talasi (2.7).
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Pretpostavimo da je u po¢etnom trenutku detektor u osnovnom stanju |Ep) a polje u vakuumu
|0), tj. da je poCetno stanje sistema |0, Ey) = |0) ® |Ep) . Kasnije, u toku interakcije, detektor
prelazi u stanje vise energije |F) a polje u stanje |¢), pa je ukupno stanje |¢) ® |E). Posto je
¢ malo, amplitudu verovatnoce prelaza p dobic¢emo iz teorije perturbacija,

6. E| / m(r) B(x(r)) dr [0, Ey) (3.78)

Ovde je T sopstveno vreme detektora, m(7) je
m(7) = o7 m(0) e HoT Hy|E) = E|E), (3.79)

a Hj slobodni, ili neperturbovani hamiltonijan detektora. Prema tome, imamo

o0

p=@'0<E|m(0)IEo>/ BT (6] @((7)) |0) dr . (3.80)

—0o0

Ako polje razvijemo po ravnim talasima,

,Zwt+zkr+ak1' iwt— 1kr> ’ (381)

/\/ 27)3 2w ak

vidimo da se zbog oblika interakcije prelazi vrse samo u jednocesticna stanja, |¢) = ]E} ,

- 1 R
) e ———— (3.82)
(27)3 2w
pa je
p=1ic El |E0 / \/7 i(E—E’o)T eiwt_iE'FdT. (383)

Kada se detektor krece po pravoj liniji konstantnom brzinom

ds? = dr? = df2 — P di? = (1 —?) dt2, F=i+dt =7+ —r, (3.84)

V1—1?

za amplitudu verovatnoce dobijamo

w BT

Gi(E—Eo)r ei(m m)T e"iFT0 dr (3.85)

p = ic (E| m(0) | Ey) / ﬁ

_ 2m)?3  _in w—k-T
= ic (B|m(0) | Ey) 5 ¢ (5(E—E0+ m) (3.86)

Posto je F > Ey, w > k i v < 1, vidi se da je verovatnoca prelaza nula: u prostoru
Minkovskog, inercijalni detektor u vakuumu ne detektuje cestice.
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Medutim, ako se detektor kreée drugacije dobi¢emo drugaciji rezultat. Izracunajmo, pre svega,
ukupnu verovatnocu prelaza P iz vakuuma |0, Ey) u proizvoljno stanje |E,¢). Imamo

P=3 [pf =) [cf* (Elm(0) |Eo) (Eo| m(0) |E) (3.87)
E.9 E.¢

< [ dr s’ S 0l0(@)j0) (sl (o) e EE

Izraz u sredini je jedinica, >, |¢) (¢| = I, tako da ostaje

P =3 |cf* {Blm(0) | Eo) | F(E — Ey), (3.88)
E.¢
gde smo definisali funkciju odziva detektora, F

F(E — Ey) = / ar / dr' = BB G (a(r), (7)) (3.89)

Odziv detektora zavisi od Wightman-ove funkcije G*(z,2") = (0|®(z)®(2')|0) izra¢unate duz
putanje detektora.

Ako Wightman-ova funkcija zavisi samo od razlike, G* (z(7),z(7)) = G*(r — 7') = GT (A1) |
u gornjem integralu mozemo da izvr§imo smenu promenljivih, (7,7") — (7 + 7/, A7) . Integral
po 7+ 7' dace ukupno (beskona¢no) vreme T, pa je funkcija odziva

@ = / dAT T EAT G (AT) . (3.90)

[zracunac¢emo funkciju odziva za detektor u bezmasenom skalarnom polju, ¢ija je Wightman-ova
funkcija data sa

1 1

Dt N =— . 3.91
Ry Ty ey (3:91)

Za kretanje konstantnom brzinom v, (3.84),
(t —t' —ie)? — (7 —7')? = (AT —ie)?, (3.92)

tako da imamo
F(E — Ey) 1T Cin 1

_ _ dA i(E—Ep) At =0 3.93
T 42 / T (AT — i€)? (3.93)

jer se, zbog znaka E — Ey > 0, kontura zatvara u donjoj poluravni a pol A7 = ie je u gornjoj.
Dobili smo rezultat kao i ranije: inercijalni detektor u prostoru Minkovskog ne detektuje cestice.
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Medutim, ako se detektor kre¢e konstantnim ubrzanjem @ = ae, ,

1 1
t=—sinhar, x=-coshar, y=0, 2=0, (3.94)
a a
imamo
2 A ! 2 A !
f—¢ = = sinh 227 cosh o 5T , r—a =2 sinh 22 sinh ¢ 7 : (3.95)
a 2 2 a 2 2
pa je
4 A
(t—t —ie)? = (F—7)? == sinh? <a T iea) , (3.96)
a 2
a’ 1
DT (A7) = — ) 3.97
(A7) 1672 sinh®(%57 — iea) (3.97)
Da bismo izra¢unali funkciju odziva, prepisa¢emo Wightman-ovu funkciju koristeéi
> 1 s dn!
= (=1 t b 3.98
:Zoo(k+b)n (D™ =y g oothT (3.98)
odnosno
1 I 1
= — -— 3.99
sin® a2 = (x — k)? (3:99)
i sinhx = —¢sinex . Dobijamo da je
DHAT) = ——— i L (3.100)
An? — (AT = 2ie + 21 E)?

Prema tome, funkcija odziva

o0
o0

FE) 1 / Coa 1
_ dA7eEAT Y | 3.101
T 42 T (At — 2ie + 2 )2 (3.101)

—00

k=—o00

li¢i na (3.93) koju smo prethodno rac¢unali, samo §to sada imamo polove drugog reda u tackama
AT = % k, k € Z ireziduumi u donjoj poluravni nisu nula. Dobijamo

F(E) e E 1
2 N L jBeECTE . 2 & 3.102
T om £ 21 1 (3:102)

Dobili smo Boltzmann-ovu raspodelu: konstantno ubrzani detektor vidi tj. meri ansambl cestica
u termodinamickoj ravnotezi na temperaturi 7' = a/27kp .

3.6 Konformni vakuum

Videli smo u ranijem odeljku na primeru da se vakuum relativno jednostavno moze izabrati
u prostoru koji se konformnom transformacijom preslikava u ravan prostor. Izveséemo sada
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ovaj rezultat opstije, za bezmaseno konformno invarijantno skalarno polje koje propagira kroz
konformno ravan n-dimenzioni prostor.

U tom slufaju metrika prostora je g, = Q*(2) 0., vV—9 = Q", a jednacina kretanja za
skalarno polje

n—2
O+ —R|)P=0. 3.103
e+ ) (3:105)
Pri konformnoj transformaciji
G = Gy =N, B =0QF D, (3.104)

(obratite paznju da je u odnosu na formule iz 3.1, Q ovde ‘zamenjeno’ sa 27!) skalar krivine
se preslikava u nulu, R — R = 0, pa je konformno preslikana jednacina kretanja

_ n—2 -\ - n—2
- = nH 2 =
(IZI =D R) o =1"d,0, (Q <1>> 0, (3.105)

a z" su koordinate Minkovskog. Ova jednacina moZe lako da se resi: bazis {ug, u:} od @,

1 .
U = ———— e " (3.106)
(2m)" 12w
daje resenja i za polje ® i razvoj
O(x) = a) = Y aztip(e) + ag w(x) (3.107)

Vakuum definisan uslovom az|0) = 0 naziva se konformni vakuum.

Na sli¢an nac¢in mogu da se analiziraju Green-ove funkcije. Feynman-ov propagator npr. treba
da zadovoljava jednacinu

n-2 '——L"m—m':— G

Od ranije znamo da se [J i skalarno polje ® pri konformnoj transformaciji transformisu kao
n—2 = n—2 =\ = n+2 n—2
U4+ —R|P U4+ —R)P=02 (U4+—=R|D 3.109
G = LGS = 1) O+gopR)e @

odnosno

n_2 n+2 = 77,—2 — n—2
0+ —R|OP=0Q0"2 [O+—R |2z P 3.110
( T ) ( T ) ’ (3.110)

pa jednacina (3.108) postaje

n-?2 N=Q "% v = (z r—2)=—-Q "x)"(zr—12
(00 g B) Delo = o) = 07 (@)10,0, 97 (0) Dl o) = =07 (a) "o o).

to jest
2—n

09,0, 07 (2) Dp(x — 2') = —Q3" (2/) 6™(x — o). (3.111)
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Resenje ove jednacine je

2—n 2—n

Drp(z;2') = Q72 () Dp(z;2") Q72 (o), (3.112)
gde je bezmaseni propagator za skalarno polje u prostoru Minkovskog

_ 1 1 1
Dp(x;2') = S n é(o), o=3 (x —2')*.

(3.113)
Sli¢ni rezultati vaze i za ostale Green-ove funkcije.

Mozemo na primer da izra¢unamo Wightman-ovu funkciju u konformno ravnom FLRW prostoru
u 4 dimenzije,

ds* = dt* — a*(dz")* = a*(n) (dn* — (dz")?) | (3.114)

u konformnom vakuumu dobijenom posle konformne transformacije sa 92 = a?. Dobijamo, za

bezmaseno polje,
1 1 1

a(n) 4r*(x — 2')* a(n’)
Na osnovu ovog rezultata mozemo da analziramo da li slobodno-padajuéi posmatrac (detektor)

detektuje Cestice u svemiru koji se &iri ili ne. Posto gledamo comoving-geodezike, z¥ =
dr =a(n)dn, 7 = [ a(n)dn. Wightmann-ova funkcija postaje

DY (z;2') = — (3.115)

1 1 1
() 4m2(n —n' —i€)? a(n')

D¥(n =) = — (3.116)
odavde se za funkciju odziva dobija

F(E 1 dn dn’ / 1 —iE},]“(n”)dn"
(E) = ~ 1 // ndn a(n)a(n’) a(n)(n —1n' —ie)2a(n) ‘
i [ a(") dnt"

1 e
= —— dndn —m8 0. 3.117
w// ndy e 7 (3.117)

U principu, u FLRW prostorima u vakuumu slobodno-padajuci pomatrac detektuje cestice.
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4 FLRW kosmologija

Verovatno najvaznija primena kvantne teorije polja u zakrivljenom prostoru je u kosmologiji,
jer se rezultati koje ona daje mogu povezati sa merenjima spektra i fluktuacija u CMB zracenju,
kao i sa modelima inflacije.

Prostorno-vremenski modeli kosmologije obi¢no se baziraju na kosmoloskom principu, koji kaze
da, na velikim skalama, svemir svim posmatracima izgleda isto. Ovaj princip se matemati-
¢ki prevodi kao homogenost i izotropnost: izotropnost svemira (gledanog sa Zemlje) sledi iz
astronomskih merenja, i tacna je do 10° (na ugaonoj skali). Homogenost sa druge strane znaci
pretpostavku da polozaj Zemlje (Sunca, Mle¢nog puta) u svemiru nije ni po ¢emu specijalan,
izdvojen.

Najopstiji homogeni i izotropni prostori u 4d su opisani Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-
ovom metrikom,

ds® = dt* — a*(t)h;;dx'da’ (4.1)

_ 22
=dt (Jb(zf)(l_KT2

dr® + TQdQZ) =a*(n) (dn2 —dx? — fz(/'\?)dQ2> . (4.2)
FLRW metrika zavisi od vremena, i ta zavisnost data je faktorom skaliranja a(t) ili a(n):
obe ove funkcije oznacavaju istu veli¢inu (a ne istu funkcionalnu zavisnost od argumenta),
a(n) = a(n(t)). Konformno vreme 7 smo veé ranije uveli, n = [ t% ; t se nekada zove
kosmi¢ko vreme. d)? je element duZine na jedini¢noj sferi, dQ2? = df? + sin® 0 dy?. U metrici
(4.2) osim vremena kao promenljivu imamo i diskretni parametar K koji opisuje prostorne
preseke, tj. je prostor: on je ravan za K = 0, zatvoren za K = 1 i otvoren, hiperbolicki, za
K = —1. Radijalna promenljiva je ili r, definisana tako da daje povrginu sfere 4712, ili X koja
jednaka radijusu sfere. Ove dve promenljive su iste u ravnom prostoru, ali su u zakrivljenom
prostoru razlicite:

sin X, 0< X <27, K=1
r=fx)=< X, 0<X¥<oo, K=0 . (4.3)
sinhX, 0<X < o0, K=-1

4.1 Ravni prostorni preseci, mode

B&D

Za K = 0 prostorni deo FLRW prostora je ravan, a celo prostor-vreme je konformno ravno. Ci-
njenica da je prostor ravan znaci da ce reSenja jednacina kretanja za klasi¢no polje u prostornom
delu biti ravni talasi €7, ali treba precizno da se vidi uticaj faktora skaliranja odnosno krivine.
Veé smo videli da je u konformno-ravnom prostoru polje jednostavno kvantovati: ovde ¢emo

ponoviti odgovarajuce korake za opste (masivno, proizvoljno £ ) skalarno polje u n dimenzija.
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Ravan FLRW prostor je definisan metrikom
ds* = a*(n) (dn® = (da")?), i=1,...n—1, V—g=a", (4.4)
a jednacina kretanja za skalarno polje spregnuto sa krivinom je
(O+m*+ER)D =0, (4.5)

odnosno
n—2

4n—1)
Da bismo iskoristili ¢injenicu da je prostor konformno ravan, treba dra izvrSsimo konformnu

= n—2 . .
transformaciju metrike, g,, — g = a*n,, ; pri ovoj transformaciji ® — ® = a2 ®. Videli
smo u (3.110) kako se deo jednacine kretanja sa laplasijanom transformise:

(O+&n)R)P + (M*+ (£ —En)R)® =0,  &(n) = (4.6)

n+2

O+&ém)R)2=0"2 (O+&n)R)D. (4.7)

Poito je R =0, jednacina (4.6) postaje

—=3a o 2 n772 T m2 —¢n xr) =
’ (a—n?—ai)a () + (m® + (€ — E(m))R) Ba) = 0. (48)

Posto faktor skaliranja zavisi samo od vremena, a = a(n), R = R(n), u poslednjoj jednacini
mozemo da razdvojimo prostorne i vremensku promenljivu. Partikularna reSenja su

up(r) = ——=a(n) "z xzn). (4.9)

Zamenom ovog resenja u (4.8) dobijamo jednacinu za x;(n) = xx(7)

d2Xk:
dn?

+ kx4 (m* + (£ = &(n))R) a® xx = 0. (4.10)

U 4d je £(4) = 1/6 a skalar krivine u FLRW prostoru je

R=o(5+1). (.11)

a3 a?
gde je a = g—q‘; . U nagem slucaju, K =0, R=6d/a®, pa jednacina za y, postaje
Xk + (k:2 +m?a® + (66 — 1) g) xk=0. (4.12)
Njena konkretna resenja zavise razume se od funkcije skaliranja a(n) .

Jos da prodiskutujemo normiranje,

(ug, up) = 0"k — k') (4.13)
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Skalarni proizvod moze da se rac¢una na hiperpovrsi ¥ konstantnog vremena, 1 =const,
V—gs =a""", dYF = ntdY =ntdxt .. da"t, (4.14)

a jedini¢ni vektor ortogonalan na > je n* = % % . Kada se gornje relacije i reSenja (4.9) uvrste
u skalarni proizvod, dobijamo

(ul_{au—')
nef 2= d , 2-n 2n d , 2-n
— n 1//d!L‘ 2L g2 Z(k k)7 <a 2 Xkd_n(a 2 Xk’)_ X;g d ( 2 Xk))

= - (Xk Xk — Xk Xb) -

Poslednji izraz je vronskijan funkcija xi i X}, pa se uslov normiranja reSenja uy svodi na
uslov za vronskijan vremenski zavisnih funkcija y; ,

Xk Xk — Xk X = 0 - (4.15)

4.2 Opsti slucaj, mode

B&D

I u opstem slucaju FLRW prostora mogu se nadci mode skalarnog polja, samo Sto umesto
laplasijana u ravnom prostoru Al P 0) imamo laplasijan A i)l na sferi ili hipersferi, a umesto
ravnih talasa imamo (hiper)sferne harmonike. Ispisa¢emo resenja u n = 4 dimenzije. Jednacina
za skalarno polje je

2 1
a” (% — A6 ) ad®(x) + (m2 + (& - E)R) O(z) =0, (4.16)
gde je R dato formulom (4.11), a laplasijan je A®) je
1 .
A® = — 9,Vhhio (4.17)

Vh

hi; je prostorni deo metrike iz (4.1). Svojstveni bazis od A®) oznagiéemo sa Vi (7),
AB V(7)) = —(k* — K) V(7). (4.18)

Na 3-sferi bazisne funkcije su (uopsteni) sferni harmonici a bazis je diskretan; na hiperbolickom
prostoru bazis hipersfernih harmonika je kontinualan. Harmonici su ortonormirani,

—

/E%Jdﬂﬂ%&) S(k ), (4.19)

gde je d-funkcija definisana u odnosu na meru integracije na (hiper)sferi du,

t/Wf@ﬁ@ﬁﬁzﬂﬁ, (4.20)
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(K K=0
5 K=1, J=01,. k-1 M=—J —J+1,...J
dp =< kM (4.21)
[dkS K=-1, J=01,..., M=—J—J+1,....J.
L0 M
Eksplicitno, (hiper)sferni harmonici za K = £1 su
V(7)) = I, (X)Y7 (0, ), (4.22)
gde je IL5,(X) =TI_;, ,(—iX) i
9 E d J+1
I, (X)) = inh” X | ——— kX . 4.23
WX =\ ey e (dcosh X) o8 (423)
Opste reSenje za skalarno polje je
o) = [ dnagug + aglu). (4.24)
gde je
ug = a”' (1) Ye() xu(n) (4.25)

a vremenski deo funkcije xx(n) zadovoljava jednacinu (4.12).

4.3 Efektivni hamiltonijan

M&W

Pre nego sto predemo na kvantovanje i definiciju vakuuma, da izvedemo na drugi nacin jed-
na¢inu kretanja za skalarno polje. Iako je razmatranje specijalnih slucajeva (konformno ili
minimalno sprezanje, bezmaseno polje itd.) koji su egzaktno resivi vazno i u principu (kao

uvek u fizici), a i da se ta¢no razumeju novi fenomeni u zakrivljenom prostoru, skalarno polje
u kosmologiji nema specijalne osobine: obi¢no se razmatra dejstvo

S = /d% V—g (% " 9,9 0,® — V(<I>)) , (4.26)

gde je najjednostavniji potencijal koji moze da objasni inflaciju dat na slic¢ici dole.
V()

o

False vacuum

True vacuum
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Onda se razmatraju karakteristicne oblasti promene vrednosti polja, npr. oblast koja je na slici
oznacena sa ‘false vacuum’ gde je ® ~const, ili okolina minimuma gde je V(®) ~ ®2.

Dalje, sa velikom eksperimentalnom ta¢no$¢u prostor je ravan (ravan prostorni presek FLRW
svemira). Zato se M&W fokusiraju na kvantovanje minimalno kuplovanog masivnog polja u
prostorno ravnoj FLRW kosmologiji,

ds* = a*(n) nudatdrs”, 2°=n. (4.27)

Klasi¢ne jednacine smo ve¢ napisali za opste &, sada ¢emo razmatrati & = 0 i izvesti ih malo
drugacije. Ako u dejstvo skalarnog polja zamenimo FLRW metriku (4.27), dobijamo

1
S = 5 / d'z a* (" 0,® 0,® — m*a*®?). (4.28)

Kao ranije, jednostavnije i prirodno je umesto ® uvesti polje y = &,

x(x) = a(n) (). (4.29)
Koristeci da je
‘ 5 d .
T S G CR (x2 E) : (4.30)
a dn a
dobijamo da je, do na povrsinski ¢lan, dejstvo jednako
1 4, (.2 2 29 Oy 9
825 dx(x—(VX)—(ma——)X>. (4.31)
a
Jednacina kretanja koja se dobija za polje x,
Y — Ax + (m*a® — 2) x=0 (4.32)
a

zove se (u nekoj varijanti, obi¢no u njoj figurise potencijal V') Mukhanov-Sasaki-jeva jednacina.
Ona je razume se ista kao (4.8) za £ =0, n = 4. I partikularna resenja su ista — ravni talasi u
prostornom delu,

ezk-r

Up(z) = W ug(n) (4.33)

s tim §to u ovoj formuli nemamo kao u (4.9) faktor a(n), jer piSemo mode polja x . Opste
resenje je

* &’k ik * —ik7
x(x) = /dgk (a,gl/{,; + a,;TZ/{E) = m (a,; ur(n) e* 7 + azt up(n) e * ) : (4.34)

(U nastavku ¢u pokusati da upodobim M&W oznake, da budu analogne dosad koriS¢enim,
B&D. Ako uocite greske, javite! trebalo bi da se svodi na vj — v2uy.)

Pri tome, mode wug(n) zadovoljavaju jednacinu za oscilator
iy, + wi(n) up, =0, (4.35)
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gde je frekvenca data sa )
a

wi =k + mgff = k* +m?a® — =, (4.36)
a

a efektivna masa meyy zavisi od vremena. Funkcije u;, takode normiramo pomocu vronskijana,

W (ug, uy) = ugty, — tpuy, = 1. (4.37)

Sa dejstva i lagranzijana za polje x moze se pre¢i na hamiltonijan. Generalisani impuls je
T = X, pa se za hamiltonijan dobija

1

H(n) = 3 /d3r (7 + (Vx)? +m2x7) - (4.38)

4.4 Kvantovanje

U slede¢em koraku kanonski kvantujemo polje x: ili postuliranjem komutatora [x(n, 7), 7 (n,7)] =
i6(F — ') + ostali nula, ili pomocu [az, ag, '] = 5(k — k') + ostali komutatori nula. Medutim,
ostaje netrivijalan izbor vakuuma, jer umesto funkcija wuy,u; za linearno nezavisna reSenja
jednacine (4.35) moZemo da uzmemo njihovu linearnu kombinaciju,

v = oy ug, + S ug, vy = Bp uk + o ug, (4.39)
pri ¢emu normiranje W (vg,vi) =14 daje uslov
lo* — |Be]* = 1. (4.40)
Novi bazis daje i novi razvoj za polje tj. druge operatore kreacije i anihilacije,

d*k d*k

=) e Ve

jer funkcija v, kao 1 uy, zavisi samo od k = |k|. Izjednacavanjem

(bz vk R b vp e_ig"?) = (bzor + bT_EUZ) ek (4.41)

apup +al up = bpog + b1 vy (4.42)

dobijamo Bogoljubovljevu transformaciju analognu sa (3.51-3.52),

ap=apbp+ b, bp=aja;—Bral . (4.43)
Pri tome, ay = —i W (vg,up), Br =i W (vg,ux). Kao i ranije, mozemo da definisemo razlicite
vakuume [0), i |0)p,
ap10)e =0, odnosno bz [0), =0, (4.44)
1 vazi
(0lp N, 7 10)s = 1Bk]6(0) (4.45)

a posto je [y = ﬁ“;' raspodela je izotropna.
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U stvari, u ovom slu¢aju mozemo tac¢no da izrazimo jedan vakuum preko drugog: ispostavlja
se npr. da je |0), ‘squeezed state’, eksponent kvadratne kombinacije kreacionih operatora a,;* ,

_ L saglaly ﬁ’f) P, —F 4.46
>b gme ‘ H\/|Of_k nz()(z% | n,k; n, >a' ( )

Da bismo dokazali gornju jednakost, posmatra¢emo samo jedan pravac k; konacni rezultat je
proizvod po svim pravcima. Oznacimo odgovarajuéi vektor u tenzorskom proizvodu sa |0k), .

Njega mozemo da razvijemo po viseCestiénim stanjima |m, k; n, —k), = |m,n),

7 > Cmn m _tn -
0k)y = > ' 'a,j A" 10)a = D Cum|m,n)a, (4.47)
m,n=0 m:mn: m,n=0
i vazi
bg 0k}, = (afag — Bia’ ) |0k), = 0, (4.48)
b_; |0K), = (o a_g — Bial) [0k), = 0. (4.49)
Ako ispisemo relaciju (4.48) dobijamo
Nk, - Cmn x ook T _tm in
0 = by [0k), = Z_O—m!n! (afag — Bral ) a;™a'™0),

= Z Ay Com VM lm —1,n)q — BrVn+ 1 e Im,n+ 1),

m,n=0
= Z QG Cmiin VM + 1m,n)e — Biv/n Cmn_1 |m,na, (4.50)
m,n=0

odnosno

*
Bx
m+1 o

/ 1 3%
Cm41n = & 6_’i Cm,n—1 (452>
n Oék

odnosno, ¢y4+1, # 0 samo ako je m+1=n, to jest

Cmn—1 - (451)

Cm+1n =

Sli¢no, iz relacije (4.49) sledi

B
Cmn = (5mn Cnn Cnn = 5 Cn—1n-1 - (453>
k

Stanje |OE>b je izotropno, sadrzi isti broj —k i k-Cestica. Iz uslova da je norma stanja \Olg)b,

B;: a (l —
|0k5>b = Ok e“* —k |O> (454)
jednaka jedinici, dobijamo da je Cj = 4/1 — fﬁl,i'; = |a1k‘



Da bismo dobili ukupni vakuum treba da izmnozimo sva stanja, [], r 0K, ; ali stanje |0K),

¢emo dobiti duplo, za vrednosti ki —k. Zato je vakuum |0), u stvari ‘koren’ proizvoda po
svim k ,

ot
o7 oL 0Y, (4.55)
Domaci 5 Izvesti ovaj dokaz precizno, sa svim detaljima.

4.5 Trenutni vakuum

M&W

Iz prethodne i ranijih diskusija je jasno da se izbor vakuuma svodi na izbor skupa ortonormi-
ranih moda polja. Taj skup nekad moZzemo na prirodan nacin da identifikujemo na osnovu
asimptotike, tj. ponasanja polja u beskona¢no udaljenoj proslosti i buduénosti; nekada postoji
prirodan izbor koordinata ili tetrade koji implicira i vakuum. U kosmologiji u principu ne
znamo celu evoluciju svemira tj. ne poznajemo globalne osobine prostora: onda ima smisla da
vakuum izaberemo lokalno odnosno trenutno. U momentu 7g trenutni vakuum je stanje najnize
energija hamiltonijana, H (1) .

Da bismo nasli ovo stanje, treba da izra¢unamo ocekivanu vrednost (H) = (0|H(7)|0) i da je
minimizujemo izborom funkcija wug(n) tj. vakuuma |0). Imamo

a3 d3k d?’k' o oo
/ / / : (a,; ag, €T (i — (k- ) upuge 4+ m2 s upu)

e Ta#T —i(k+k')-7 Wik, — (k- K wiul, +m2, uiul
% kY kU eff “k¥k

T TN = =g

agag, ¢ FFOT (g, + (k - k') upul, + m? s ugug,) + h.c.>

1
=5 / @k (aga_g Fi+ aglal L Fy + (Qaglag + 6°(0)) B (4.56)

gde je
Fy =4 +wi(mug, By = |il® + wop(n)|ux?. (4.57)

Za vakuum |0), definisan sa az|0), = 0 imamo

(01 H () 10)a = 53(0) [ & Elm) = 550) (). (1.58)

pa treba da minimizujemo

ctm) = [ &k ({in(m) P + w2 m) () ) (4.59)
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Posto je u poslednjoj jednacini podintegralni izraz pozitivan, treba da minimizujemo energiju
svake mode uy . Ako razdvojimo amplitudu i fazu,

up = i € U, = (T, + ircy,) € (4.60)
iz normiranja u,u} — tpuf =4 imamo dy = —1/(2r2), pa je
1
i, |? 4 wi|u? = 77 + s wiry - (4.61)
k

Minimum energije odgovara uslovu 74(19) =0, 7(n0) = 1/+/2wk(no) , odnosno

1 : ,
ug(1o) = —e—=——= €'+, U(no) = —i wi (o) e m0) — g (o) - (4.62)
2wk(770) 2
Primetimo da, ako je )
wi =k*+ mgff = k* + m%a* — % <0 (4.63)

energija nema minimum.

Ako vratimo uslove (4.62) u definicije (4.57) vidimo da, osim $to je u trenutku 7)o, vrednost
Ek(no) minimalna, i Fi(no) = 0. To znaci da je u vakuumu odredenom sa (4.62) hamiltonijan
(trenutno) dijagonalan.

Domaci 6 Pokazite sledece: trenutni vakuum ne zavisi od vremena samo ako je Fj(n) =0 za
sve 7. Taj uslov ima reSenje '
uk(n) = C xS wndn (4.64)

Medutim, (4.64) se poklapa sa reSenjem jednacine (4.35) samo ako je wy # wi(n), konstanta.

4.6 Pojam cestice i krivina

U kvantnoj mehanici u ravnom prostoru pod pojmom cestice obi¢no se podrazumeva talasni
paket koji je dobro lokalizovan oko odredene vrednosti impulsa &, odnosno oko resenja e*@=it .
to znaCi da je neodredenost impulsa Ak < k. Posto je, iz relacija neodredenosti, dimenzija
talasnog paketa [ ~ (Ak)™!, uslov za ¢esti¢nu interpretaciju je 1 > k=1,

Medutim, ako je prostor zakrivljen i u oblasti dimenzije [ geometrija znacajno fluktuira, ravni
talasi nisu reSenja jednacina za polje, pa samim tim nemamo uobicajenu Cesti¢nu interpretaciju.
Ona je mogucéa samo ako je skala krivine [ (skala na kojoj je prostor priblizno ravan), i > k.
Drugim rec¢ima, u prostorno ravnim FLRW prostorima vakuum i Cestice nece biti uvek dobro
definisani, odnosno nisu definisani za sve vrednosti k. To se vidi i iz formule (4.63) za frekvencu,
¢iji kvadrat moze da bude negativan i tada odgovarajuca reSenja nisu oscilatorna po vremenu
nego eksponencijalna. Sa druge strane, treba da uociti da, koliko god da je [z malo, za dovoljno
1 ikn

velike impulse & koncept Cestice ima smisla, i vazice wi ~k*, u(n) = 77 e
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4.7 Kvantne fluktuacije

Za kosmologiju su, osim oc¢ekivanih vrednosti skalarnog polja, bitne i njegove fluktuacije: oceki-
vana vrednost kvadrata polja i njegova zavisnost od k. Ovo je jedan od podataka koji se meri,
odnosno moze izvesti iz raspodele CMB zracenja. Zato ¢emo izracunati ove fluktuacije, prvo u
ravnom prostoru. Imamo

<0| (I)(t7 F)CI)(t? 7_J>|0> =

&Pk Pk " e "
// arpavay Mg ot agt ™) (ag e+ ap " e T)]0)

Pk k*dk sin(k |7 —7])
_ (F—7") . 4.
/ (27)32w ¢ / k| — | (4.65)

0

Fluktuacije polja u tacki dobi¢emo u limesu /7 — 7. Uobicajeno je da se spektar fluktuacija
definiSe tako sto se izdvoji bezdimenzioni diferencijal, d logk = % ,

[e.9]

Lim (0] @ (¢, 7)® (t,ﬂ)]@:/dlogk A3, (4.66)

pa je spektar fluktuacija u ravnom prostoru

1 K3
a2 LK

472 Wi

(4.67)

U FLRW prostoru, za o¢ekivanu vrednost kvadrata polja x(x) u trenutnom vakuumu imamo
(01 x(n,™)x(n,7)[0) =

dBdek}/ i % ik ik -7 —ik—F
=[] T Ol o) €+ i) e ) (g ) g () )0

5 sin(k |77 — )

2 2
:WO/CM ) S (4.68)

Za spektar kvantnih fluktuacija polja y dobijamo

AL = 2—7T2 k2 Jug(n)]? (4.69)

dok je spektar fluktuacija polaznog skalarnog polja ® = y/a,
1 1

® = 2 &)

k2 ()] (4.70)
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5 De Sitter-ov prostor

Deo ra¢una u kosmologiji koristi pretpostavku da je svemir (u odredenom periodu svoje evolu-
cije, npr. u toku inflacije ili danas) de Sitter-ov prostor. Za analizu nehomogenosti u CMB
zraCenju bitna je teorija klasi¢nih i kvantnih fluktuacija u de Sitter-ovom prostoru: kao korak
ka razumevanju ovih rezultata, razmatramo kvantovanje skalarnog polja.

De Sitter-ov prostor je prostor maksimalne simetrije sa pozitivnom kosmoloskom konstantom.
Ako se u Einstein-ovim jedna¢inama kosmologki ¢lan prebaci na desnu stranu (gde su izvori
polja), on se moze interpretirati kao tenzor energije-impulsa idealnog fluida sa jednac¢inom
stanja

T, = pr ol pAr = —par tj. w=-—1. (5.1)
Iz Friedmann-ove jednacine
a\® 8rG
H*=(-) = — 5.2
(&) =5 (5.2

gde je H Hubble-ov parametar (ovde, konstanta), sledi da je faktor skaliranja za de Sitter-ov
prostor a(t) = agef’*, §to odgovara koordinatama u kojima su prostorni preseci ravni. Pogto
je u de Sitter-ovom prostoru gustina energije konstantna, svaka povrs je povr§ konstantne
energije, i mozemo izabrati razli¢ite familije prostornih hiperpovrsi, tj. razli¢ite koordinatne
sisteme: de Sitter-ov prostor moze da se prikaze kao prostor sa ravnim, zatvorenim ili otvorenim
prostornim presecima.

5.1 Sistemi koordinata

Izlistacemo razliGite sisteme koordinata u de Sitter-ovom prostoru. On se obi¢no uvodi kao
potprostor topologije R! x S3:

X0 (X2 = (X%)2 = (XP)? — (X2 = —a? = -2 H= é ., R=4A== (5.3)

u ravnom 5d prostoru,

ds®* = d(X°)? — d(X')? — d(X?)* — d(X?)* — d(X?)?. (5.4)
Closed spherical universe Open flat universe Open hyperboloid universe

Positive 3d curvature Zero 3d curvature Negative 3d curvature
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Ravan presek de Sitter-ovog prostora, K = 0, dobija se uvodenjem koordinata

t 1

X" =qsinh— + —ear? (5.5)
a2«

X‘lz(chos,hi—ieﬁr2 (5.6)
a 2« '

Xi=eugl, i=1,2,3, ()2 =1, —o0 < t, 2" < 00. (5.7)

Ovaj sistem koordinata pokriva pola de Sitter-ovog prostora, X° + X* > 0, a element duZine
u kosmickom ili konformnom vremenu je

ds® = di*> — e = (da')? (5.8)

2
= a_2 (dn® — dr® — r*(d6* +sin* 0 dp®)), n=—ae =, ne(—o0,0). (5.9)
n

Preostala polovina de Sitter-ovog prostora moze da se opise ili smenom (5.5-5.7) u kojoj je X*
zamenjeno sa —X*, ili ako se u izrazu (5.9) oblast promene 7 prosiri u 7 € (—o0,00): tada
metrika u 7 = 0 ima koordinatni singularitet (B&D).

Zatvorene prostorne sekcije, K = 1, date su globalnim koordinatama koje pokrivaju ceo de
Sitter-ov prostor,

onasinhé —o00<t< o0 (5.10)
X4:ozcosh§ cos Y 0<xy<m (5.11)
X?’:acoshgsinf( cos 6 0<f<m (5.12)
X2:&coshésin)~< sin € sin 0<p<27m (5.13)
X'=a COShé sin y sinf cos ¢ (5.14)
a element duzine je
ds* = dt* — o® cosh? 2 (dx* + sin® X (d6? + sin® 0 dp?)) (5.15)

2 )
= .a — (di* — dx* — sin® Y2(d0* + sin® 0 de?)), 7 =2arctanea, 7€ (0,7) (5.16
sin’ 7

Ove koordinate daju konformni dijagram za de Sitter-ov prostor koji prikazan na sledeé¢oj strani.
Vidimo i hiperboloid sa prethodne slike: prostor se od beskonacne zapremine u pocetnom
trenutku 7=0, a() = «/sin7n, skuplja do minimalne zapremine u 7 = 7/2, a zatim ponovo
siri do krajnjeg trenutka, n = .

M&W daju i formule prelaza iz koordinata sa ravnim u koordinate sa zatvorenim presecima,
sinn sin x

r=—"— (5.17)

n:cosf]—l—cosf( ’ cosi + cosy
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n,

r=0 —

Carter-Penrose-ov dijagram za de Sitter-ov prostor je (Y, 77)-dijagram: gornji levi trougao oz-
nacen na slici opisan je smenom (5.5-5.7) koja daje ravne preseke. Svaka tacka u de Sitter-ovom
prostoru ima cCesti¢ni horizont i horizont dogadaja. Horizont dogadaja se odnosi na buduénost,
i predstavlja granicu skupa dogadaja koje posmatra¢ nece moéi da vidi (ni da na njih utice).
Na gornjoj slici vidi se da posmatra¢ u tacki y =0 (bilo kojoj tacki) nikada ne moze da vidi ceo
prostor: u trenutku 7 =0 njegov horizont dogadaja je dijagonala kvadrata nacrtana na slici.
Najdalje §to posmatra¢ u y =0 u trenutku 7 moze da vidi rastojanje (duz nul-geodezika),
Aevent = (1) Xevent () = an/sing. Cesticni horizont, sa druge strane, je granica skupa svih
dogadaja tj. Cestica koje je posmatrac¢ mogao da opservira, i odnosi se na proslost.

Hiperbolicke koordinate, K = 0 u de Sitter-ovom prostoru su date sa

X0 = o sinh ~ cosh ¢ (5.18)

a
X4 = o cosh — (5.19)

a
X3 = sinh — sinh ¢ cos @ (5.20)

a
X2 = a sinh ~ sinh ¢ sin @ sin ¢ (5.21)

a

t
X' = a sinh — sinh sinf cos g (5.22)

a

a element duzine je
ds? = dr? — a® sinh? = (dy® + sinh® ¢ (d6” + sin® 0 d?)) . (5.23)
a

Staticke koordinate u de Sitter-ovom prostoru dobijaju se smenom

~ ~

t t
X" =+va? -2 sinh —, X*=+va? —1r? cosh — (5.24)

(07 «
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X3 =rcosf, X*>=rsinfsinp, X'=rsindcosyp, (5.25)

r > 0, i pokrivaju pola de Sitter-ovog prostora, X° + X% > 0. Element duZine je

2 r’ )
dS :(1—?)(115 —1_2_22

dr® — r* (d6* + sin® 0 dp?) . (5.26)

Drugi sistemi koordinata koji se koriste, kao i izvodenja nekih osobina skalarnog polja u
de Sitter-ovom prostoru dati su u preglednom radu sa arXiv-a: Spradlin, Strominger and
Volovich, Les Houches Lectures on de Sitter Space.

5.2 Kvantovanje, Bunch-Davies-ov vakuum

M&W

Skalarno polje u de Sitter-ovom prostoru je najjednostavnije kvantovati koriste¢i konformno
ravne koordinate: opste formule smo ve¢ izveli za proizvoljni FLRW prostor. Doduse, ovim
izborom koordinata kvantujemo polje u delu tj. u polovini prostora: M&W argumentuju da
je period u kome je svemir de Sitter-ov ionako samo mala oblast u gornjem levom trouglu
Carter-Penrose-ovog dijagrama za de Sitter-a, tako da je to u redu. B&D vrse produzenje
smene (5.5-5.7) na interval 7 € (—o0, 00) kroz koordinatni singularitet u n=0.

U ravnim koordinatama faktor skaliranja je

1

a(n) = — oy’ (5.27)
svemir se 8iri od pocetnog trenutka 7 = —oo, a(—o0) = 0. Za frekvencu dobijamo
w,%:kZ—l—mQaQ—g:kQ—i—(ﬂz—Z)i, (5.28)
a 2 7?2

tako da jednacina za vremenski deo moda skalarnog polja postaje

> 1
i+ (K + (7 — 2)ﬁ>uk —0. (5.29)

Resenja ove jednacine se izrazavaju preko Bessel-ovih funkcija i mogu se lako dobiti npr. u
Mathematici. Ako oznacimo

9 m?
reSenje je oblika
ue(n) = /—kn (AxJ,(—kn) + BY,(—kn)) . (5.31)

J, 1Y, su Bessel-ove funkcije. U resenju, razume se, umesto funkcija J,(—kn), Y, (—kn) mogli
smo da uzmemo J,(kn) i Y, (kn): to bi promenilo vrednosti konstanti i kasnije, grani¢ni uslov.
Sledeci kosmologe izabrala sam oblik (5.31) ( —kn = |kn| je pozitivno).
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Posto je argument Bessel-ovih funkcija realan, vrednosti J, i Y, su realne: u ravnom pros-
toru gornji razvoj bi odgovarao razvoju polja po sinusu i kosinusu. U kontekstu kvantovanja
prirodnije je da se koriste Hankel-ove funkcije

HY = J,+iY,,  HP=J,-iY,. (5.32)

Za realne vrednosti argumenta, H®™ = H®_ U asimptotskoj oblasti n — —oo vazi (A&S)

2 . v 1 .
HOD(o) oy 2 e (520) . HOD () ~ o/ — T (5.33)
TZ —kn

pa reSenja up postaju harmonijska a wuj ravni talasi. DoduSe ovo se lako vidi i direktno iz
jednacine (5.29): u limesu 7?> — oo dobijamo w? = k?, i uy, = e . Za pozitivno-frekventno

reSenje biramo
wp(n) = Ciy/ =k HY (—kn) . (5.34)

nstanta normiranj . odredu]j iz uslov. g, Up) = 1. ristecéi je vronskijan
Konstanta no anja C} odreduje se slova W * Koristeéi da je vronskija

INE

W(HM(2), HP (2)) = A (5.35)

2’
dobijamo

T /T
Cr =1/ —, uk(n) = ﬂ HW (—kn). (5.36)
4k 2
Zbog razlike u pretpostavljenom obliku resenja (5.31) i grani¢nom uslovu, B&D dobijaju
funkciju HIEQ)(kn) umesto H,El)(—kn) : reSenje je isto i za neminimalno sprezanje uz
, 9 m?

Vakuum definisan ovim modama skalarnog polja zove se Bunch-Davies-ov vakuum.
Zadrzimo se jo§ malo na ovim reSenjima. Hankel-ove funkcije, asimptotski, za |kn| — oo,

postaju ravni talasi tj. izgledaju kao cestice. Rekli smo ranije da cCesticna interpretacija ima
smisla za frekvence za koje je k' < Ip. Skala krivine za de Sitter-ov prostor je

phys
1 1 1 Aph a(n)A 11
o L1 _ Avhys _ - 5.38
= v R H’ kphys 2 2m Hn k'’ ( )

pa je uslov da mode impulsa k interpretiramo kao cestice kn > 1: ove mode se zovu ‘subhorizon
modes’ i u pocetku evolucije, za velike vrednosti |n|, skoro sve mode su ‘subhorizon” odnosno
dobro lokalizovane. Kako vreme odmice, |n| se smanjuje i karakteristi¢na duzina moda postaje
velika u odnosu na skalu krivine, ali i na dimenzije horizonta dogadaja: mode se ‘zamrzavaju’
prelazeéi horizont: |kn| < 1 su ‘superhorizon modes’. Ovo se vidi i iz reSenja: za male
vrednosti argumenta, |z| — 0, Hankel-ove funkcije su asimptotski

e ~ T i ~ (5.39)

v T 2

i nemamo oscilatorno ponasanje.
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Jos jedan komentar u vezi formule (5.28),

wi = k* + (m* — 2H?). (5.40)

H2p2
[ako se odnosi na energiju konformno preslikanog polja x, ona sugeriSe da je masa skalarnog
polja ®, m2 = m? —2H?. To sledi i iz teorije reprezentacija: polje o spina s u de Sitter-ovom
prostoru zadovoljava Klein-Gordon-ovu jednaé¢inu (koja sledi iz uslova za kvadratni Casimir-ov
operator de Sitter-ove grupe, Baumann, TASY Lectures on Primordial Cosmology), oblika

(O-m2)o=0, za m>:=m*— (s*—2s—2)H>. (5.41)

Kona¢no, da odredimo spektar fluktuacija skalarnog polja u de Sitter-ovom prostoru. 1z (4.70)

dobijamo
H2kn> ke
[ = —2hvs |kn| > 1, subhorizon,
H?|knl* 4 5 472 472
——— [HV (=kn)? = (5.42)
8T 22/ T2(1))
83

A3 =
H?|kn>~®, |kn| < 1, superhorizon.

Domaci 7 Odredite mode i Bunch-Davies-ov vakuum za bezmaseno polje, m=0, a takode i
fluktuacije vakuuma bezmasenog polja. Dobijeni rezultat uporedite sa (5.42) u limesu m — 0.

5.3 Green-ove funkcije

Da izra¢unamo Wightman-ovu funkciju G*(z;2") u Bunch-Davies-ovom vakuumu. Imamo

Om@a0) = s [ Sy Olaemtn gt o= 0

dgk b (i) T !
:Hznn// otk ( ) mm H(l)(—kn) H,EQ)(—kn’)

(2m)3 TR
H* r sin kAr
- /2 20k HO(—kn) HO(—kn'
[ R dk o) B (k) S
0
e d

/Hﬁl)(—kn) HP(—kn') coskArdk

0

gde je Ar = |A7] = | — | . Poslednji integral moze da se izra¢una koriste¢i formulu

a2+b2—02>

5.43
2ab ( )

i 1
HW (az) H® (bx) coscrdr = — secvn P, (
0/ {9 () H2 (02) - seorn Py
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iz rada Schomblond-a & Spindel-a, Ann. Inst. H. Poincaré 1976, gde je P*(z) Legendre-ova
funkcija. (U radu je formula data sa ie preskripcijom.) Kod nas je a=—-n>0,b=—-1 >0,
c=Ar,
2 2 _ 2 9
2ab 2nn’

gde je kao i ranije 20 = (n —1')?> — Ar?, pa dobijamo

2

Gt (z;2') = ——— secvr P'_.(—p). (5.45)
8 Y732
Koristeéi vezu izmedu Legendre-ove i hipergeometrijske funkcije,
1— d b
P,(z) = F(—V,V—I— 1; I;TZ), i d—F(a,b;c;z) = a—F(a+1,b+ 1;c—|—1;z), (5.46)
z c
dobijamo formulu iz B&D,
H? 1 3 3 1
G+(x;x’):16—ﬂsecmr(u2—z)F(é—u,i—f—u;Z;%). (5.47)
Za bezmaseno konformno spregnuto polje je m =0, £ = % , V= % . Koristeé¢i da je
1
Fla,b;b;2z) =(1—2)"", tj. F(1,2;2,2) = 1 : (5.48)
—z
kao specijalan slucaj dobijamo
Hn Hn 1 1
Dt ;/:_ — D+. ;/ 5.49
) = @ —iep = @) e Gy B0

u skladu sa (3.116). Ako poslednji izraz zamenimo u formulu (3.90) za funkciju odziva slobodno
padajuceg detektora Cestica, A =0, i integralimo po n € (—o00,0), dobijamo

FE) E 1

T - % eatE _ 1’ <55O>

a = 1/H . Prema tome, slobodno padajuéi posmatrac u de Sitter-ovom prostoru detektugje cestice
u termodinamickoj ravnotezi na temperaturi T = 1/2mkpga .

Domaci 8 Izratunajte (secvm) (v? — 1) za v =1+ ¢, i proverite da iz (5.47) sledi (5.49).

Zatim dokazite i formulu za funkciju odziva detektora (5.50).

Izbor Bunch-Davies-ovog vakuuma identifikacijom in-stanja je prirodan: ima i drugih argume-
nata koji sugeriSu ovaj izbor. Medutim, znamo da vakuum nije jednoznacan, i postavlja se
pitanje, da li je mogucée dodati neki uslov koji bi ga jednoznac¢no odredio? U ovom konkretnom
slu¢aju imamo prostor sa velikom grupom simetrije, pa bi uslov mogao da bude invarijant-
nost vakuuma na de Sitter-ovu grupu. Ispostavlja se da invarijantnost vakuuma ne odezbeduje
njegovu jednoznacnost, ako u grupu simetrije nije uklju¢ena vremenska inverzija.

Invarijantnost vakuuma u odnosu na de Sitter-ovu grupu ne moze da se vidi direktno iz izbora
ortonormiranog bazisa polja. Medutim ako je vakuum invarijantan, invarijantne ¢e biti i sve
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Green-ove funkcije (jer su vakuumske ocekivane vrednosti proizvoda polja), a to znaci da ce
zavisiti samo od geodezijskog rastojanja P(x,z’") izmedu tacaka, npr.

GY(z;2") = GO(P(z,2)). (5.51)

U nastavku é¢emo razmatrati Hadamard-ovu funkciju koja je vazna za renormalizaciju tenzora
energije-impulsa; zadovoljava istu jednacinu (5.54) kao i funkcije Wightman-a i Pauli-Jordan-a.

Geodezijsko rastojanje izmedu tacaka x 1 2’ se u de Sitter-ovom prostoru moze se dobiti iz
odgovarajuéeg rastojanja u 5d ravnom prostoru posle suzenja na podmnogostrukost,

1
P(x,2') = cos D = 3 Tlab XX, (5.52)

i nekada se (mozda prirodnije) izrazava kao ugao D izmedu tacaka X 1 X’ na hipersferi. U
konformno ravnim koordinatama geodezijsko rastojanje je

1 N
P(l’,l’/) — ? (XOXIO _ XzX/z o X4X/4)

_ (l (”_' A M) _ ((A”)2 — (A7), 1) — _p, (553)

2\n 7 2’ 2nn’

i vidimo da je Wightman-ova funkcija (5.47) koju smo dobili za Bunch-Davies-ov vakuum
de Sitter-invarijantna.

Svi vakuumi minimalno spregnutog skalarnog polja zadovoljavaju jednacinu
(Oz +m?) GV (z;2) = 0. (5.54)

Ako pretpostavimo da je vakuum de Sitter invarijantan, GM(x;2’) = G (p), ova jednagina
se u de Sitter-ovom prostoru svodi na
*GW(p) | dGD(p) m?

(»* 1) Tar 4117 t G (p) =0. (5.55)

Domaci 8 Proverite da se (5.55) dobija iz (5.54).

Jednacina (5.55) se jednostavnom smenom svodi na hipergeometrijsku jednacinu
2(1=2)w"(2) + (c— (a+b+1)2)w'(2) —abw(z) =0. (5.56)

Njena dva linearno nezavisna reSenja u okolini singularne tacke z = 0 (pod uslovom da c,
¢ —a—b, a— b nisu celi brojevi), su hipergeometrijske funkcije w; = F(a,b;¢c;2) i wy =
277 F(a—c+1,b—c+1;2—c;2). Naravno, zbog velikog broja relacija koje zadovoljava
hipergeometrijska funkcija, reSenja se mogu prikazati i u drugom obliku. NaSa jednacina se
smenom

1
# =z, pPPol=-42(1-2) (5.57)
svodi na hipergeometrijsku jednacinu sa vrednostima parametara
3 3
a:§+u, b:§—l/, c=2, (5.58)
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tako da je, o¢igledno, funkcija G koju smo ranije dobili jedno resenje. Zapravo to je reSenje
iza GW(x;2") = G*(z;2") + GT(2/;2), jer Green-ove funkcije zavise samo od geodezijskog

rastojanja P(x,2’) = P(z',x) = —p. Kao drugo linearno nezavisno resenje hipergeometrijske
jednacine moze se uzeti, kako sugeriSe Allen-a u radu iz Phys. Rev. D 82, 1985,
) 3 3 14p
_p(3., 3, P} 5.5
Wa (2 + v, 9 Via; 2 > ( )

Opste resenje za GU je

3 3 1 3 3 1
G(l)(p)zaF(§+u,§—V;2;¥) +bF(§+v,§—V;2;—ﬂ> (5.60)

i ono odgovara Bogoljubov-transformisanim modama skalarnog polja
v = cosh avuy, + € sinh avuj (5.61)

gde su wu; funkcije koje smo ranije uveli u (5.36). Ovo su tzv. «a-vakuumi, a a = 0 je
Bunch-Davies-ov. Ispostavlja se da uslov da je GY) invarijantna na (odgovarajuée definisanu)
vremensku inverziju jednoznac¢no izdvaja Bunch-Davies-ov vakuum.

Domaci 9 Resite jednacinu (5.54) u prostoru Minkovskog pretpostavljaju¢i da Green-ove
funkcije zavise samo od invarijantnog rastojanja o i diskutujte jednoznacnost resenja. Da li,
osim o, postoje druge invarijante Poincaré-ove grupe od kojih resenje moze da zavisi? Uporedite
sa poznatim izrazima za Green-ove funkcije iz literature.
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6 Unruh-ov efekat

Unruh-ovo efekat daje odgovor na pitanje: kako kvantno polje u prostoru Minkovskog izgleda
ubrzanom posmatra¢u? Medutim ima i drugih interesantnih pitanja koja smo ve¢ pominjali:
da li prostor vidimo (tj. moZemo da merimo) samo u svojoj okolini, na ‘lokalnoj karti’, odnosno
da li treba da ga maksimalno analiticki produzimo? Jednostavan i koristan primer za ovakve
diskusije je Rindler-ov prostor koji je deo dvodimenzionog prostora Minkovskog.

6.1 Rindler-ov prostor

z=0
“.  Region III Sy
e
2 R
o
&»&?J
H n=b
t=0 (&:n)

Left Rindler wedge Right
Region IV Rindler
wedge
Region I

Region I1

Razmatramo prostor Minkovskog u dve dimenzije,
ds* = dt* — da? —o00 <t, x<00. (6.1)
Koordinatna transformacija
1 aé : 1 a&
t=—e€% sinhan, x=—e" coshan (6.2)
a a
preslikava deo prostora Minkovskog u konformno ravan, tzv Rindler-ov prostor,
ds* = e*®(dn? — d¢?), —o0<n,&<00. (6.3)

Koji deo prostora Minkovskog je Rindler-ov prostor se bolje vidi u nul-koordinatama. Ako
uvedemo

u=t—x=——e ", v=t+xr=—-e", u<0,v>0

(6.4)
u=n-E£, v=n+¢, —00 < U,V < 00



vidimo da oblasti —oo < @, v < oo tj. Rindler-ovom prostoru odgovara kriska, cetvrtina
prostora Minkovskog, w < 0, v > 0. Ova oblast je na gornjoj slici oznaena sa I (‘right
Rindler wedge’). Koordinatne linije £é=const odnosno z? — t>=const su hiperbole, a n=const
tj. t/x=const su prave kroz koordinatni pocetak. Jakobijan koordinatne transformacije

o(u,v
(_ _) — 62(15 (65)
d(u,v)
je singularan za £ = —oo tj. za u = 0 1 v = 0, pa je tu transformacija singularna: to se

uostalom vidi i iz oblika metrike (6.3).

Domaci 10 Pokazati da slobodna Cestica za konacno sopstveno vreme stigne do Rindler-ovog
horizonta tj. do granice Rindler-ovog prostora. To znaci da je {&=—o0 koordinatni singularitet
metrike, a prostor je nepotpun i moze se analiticki produziti.

Levi Rindler-ov prostor odnosno oblast IV moze se dobiti iz prostora Minkovskog koordinatnom
transformacijom u kojoj vreme ima obrnut smer:

t=——e% sinhan, z = ——e*% coshan
“4 “ (6.6)
u=—e % v:—lem_’.
a ’ a

Desni i levi Rindler-ov prostor su nisu uzro¢no povezani. Svaka Cauchy-jeva povrs tj. linija u
prostoru Minkovskog se moze podeliti na dva dela, tako da je jedan Cauchy-jeva linija za oblast
I a drugi za oblast IV. Carter-Penrose-ov dijagram prostora Minkovskog podeljenog na cetiri
Rindler-ove krigke prikazan je dole.

Future horizon

F

5 st £ = constant
(Rindler observer)
R_ R,
g s

P

Past horizon

o2



Osim rotacija i translacija, simetrija prostora Minkovskog su i bustovi. U dve dimenzije vektor
busta je

b:a(x%—l—t%>. (6.7)

On je u oblasti I vremenskog tipa (u oblasti IV takode, ali zapravo —b opisuje protok vremena
u smeru porasta t ). Iz Penrose-ovog dijagrama se vidi da je Rindler-ov prostor globalno hiper-
bolicki; osim toga, poSto je generator simetrije i vremenski vektor, mozemo uzeti da b generise
vremenske translacije. To daje jedan izbor koordinata i odgovarajucu definiciju energije.

Domaci 11 Pokazati da b generiSe izometriju u dvodimenzionom prostoru Minkovskog i naci

njegovu normu: gde je b nul-vektor? Pokazati da je u oblasti I, b ~ a% :

Znacaj koordinata £ i 7 je u tome §to opisuju ubrzanog posmatraca. Naime, reSenje jednacina
kretanja posmatraca koji se u prostoru Minkovskog krece konstantnim ubrzanjem a je (uz
odgovarajuce pocetne uslove)

1 1
t = — sinhar, x = — coshar, (6.8)
a a

gde je T sopstveno vreme. Jednacina trajektorije konstantno ubrzanog posmatraca je

1 :
w2 —t? = s tj. & = const, (6.9)

a njegov lokalno padajuéi sistem odnosno ‘comoving frame’
0" = e dn, 0F = e de . (6.10)

Prema tome, {=const daje polozaj ubrzanog posmatraca a 7 opisuje protok vremena.

6.2 Kvantovanje u Rindler-ovom prostoru

M&W

Razmatramo, zbog jednostavnosti, minimalno spregnuto bezmaseno skalarno polje. Problem
njegovog kvantovanja mozemo da postavimo na viSe nacina: jedan je da kvantujemo polje u
prostoru Minkovskog, standardno, u Descartes-ovim koordinatama, i nestandardno, u (n,§)
koordinatama ubrzanog posmatrac¢a i uporedimo njihova merenja. U ovom pristupu (B&D)
smena koordinata je neanaliticka duz Rindler-ovog horizonta, pa su mode polja u levom i
desnom Rindler-ovom prostoru nezavisne i zapravo njihova unija daje ukupni bazis. M&W
imaju uproséenu varijantu izvodenja u kojoj se polje kvantuje samo u Rindler-ovom, a ne u
celom prostoru Minkovskog. Videé¢emo u nastavku da je Rindler-ov prostor analogan spoljas-
njosti crne rupe, a Rindler-ov horizont horizontu crne rupe. Tako da, iako na prvi pogled
deluje da nije u redu da polje kvantujemo samo u delu prostora a znamo da nije potpun, na
primeru sa crnom rupom nije sve tako ocigledno. Odnosno, postavlja se pitanje: da li mozemo
da kvantujemo polje u prostor-vremenu koji ne znamo globalno, u proslosti i budué¢nosti i do
prostornih granica? Na primer, da li mozemo da kvantujemo polje van crne rupe, ne znajuéi
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da li je ona nastala kolapsom zvezde, ili je ve¢ita crna rupa (maksimalno analiticko produZenje
Schwarzchild-ovog resenja)? U tom kontekstu pristup M&W je unekoliko opravdan. Videéemo
da je izbor vakuuma jedan od nacina da razlikujemo prostore sa razli¢itim globalnim osobinama.

Dakle, klasi¢na jednacina kretanja za polje je
Ob =0, tj. 0,0,9=0. (6.11)

Posto je polje bezmaseno i konformno spregnuto, jednacina ima isti oblik i u Rindler-ovim
koordinatama,
00, D =0. (6.12)

Opéste resenje jednacine (6.11) je zbir dve proizvoljne funkcije, desnog A(u) ilevog B(v) polja
(funkcija A(u) je talas koji se brzinom ¢ kreée nadesno, pa definise right-moving sector),

O (u,v) = A(u) + B(v) . (6.13)

Ako @ napiSemo tj. razvijemo na uobi¢ajeni nacin, koristeéi w = |k| imamo
[e.e]

CID(u, U) _ (ak e—iwt+ik:p + CL}; eiwt—ikm) (614)

4

[ dk . [ dk .
_ / (ak e iwu T zwu +/ (I_ e —iwv + aik 67,wv) ) (615)
0 0

S

drw 4w

Drugim rec¢ima, mozemo da razdvojimo desni i levi sektor teorije kao nezavisne. Uvodeci

!/

Ay = ay,, a, =a_y, k>0, (6.16)

za levi i desni sektor teorije dobijamo

47

S

= / dw (aw e~ 4 ql ei“u) , B(v) = / dw (a(/u e~ 4 a;‘r eiwv) . (6.17)
0 0

U nastavku ¢emo razmatrati samo right-moving polja A(u), a rezultati za B(v) su analogni.

Polje mozemo da kvantujemo u inercijalnim koordinatama ¢, * odnosno w, v pretpostavlja-
juci kanonske komutacione relacije izmedu operatora kreacije i anihilacije i definisué¢i vakuum
Minkovskog relacijom

Druga moguc¢nost je da koristimo moving frame ubrzanog posmatraca i koordinate u, v.
Klasi¢ne jednacine (6.11) i (6.12) izgledaju isto, pa se desno i levo polje A i B mogu na
isti nac¢in izraziti i u @, v koordinatama,

[ do . o T do i .
_ / (bQ e—zQu + b}z ezQu) 7 / / —’LQ’U + b/QT ezﬂv) ) (619)
0 0

{O
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Posto je u = —Le

definisan sa

ovi ravni talasi nisu isti; nisu isti ni vakuumi, Rindler-ov vakuum je
bo |0)r =0, 0 |0)r=0. (6.20)

Mode e~™u  ewu j e~V i@V definisane su u celom prostoru Minkovskog, pa se e~¥¥ =¥
mogu razviti po njima. Sli¢no, imamo

o0

bo = /dw (agw ay, — Bow aIJ) (6.21)

0

i vazi normalizacija
o

/dw (agw&;‘), — BawBiy. ) (Q—Q). (6.22)

0

Domaci 12 Proverite normalizaciju Bogoljubovljevih koeficijenata datu gore.

Da bismo odredili Bogoljubovljeve koeficijente, treba da razvijemo jedne mode polja po drugim.
U ovom sluc¢aju, razvoj je obi¢na Fourier-ova transformacija. Iz

1=/
0

/ Cfli /dw Q0w aw — Pow al,) e + (ag, al, = B, au0) ) (6.23)

1 QT 1 a7
aQWZ—\/—/emu_W” du, &zw:——\/—/em“ﬂ”u du . (6.24)
27 V w 27V w

U poslednjem izrazu, pri integraciji mozemo da predemo na promenljivu u. Uvodeéi smenu

¢ = au, imamo
m\f/e'acc “hdg. (6.25)

Poslednji integral formalno li¢i na ['-funkciju koja je definisana sa

S8

Q

™

(bQ e—iﬂﬂ + bg) eiQﬂ)

=
2

oo

iO

imamo

o0

[(z) = / et dt (6.26)

0

za Rez > 0. Smena t — st za realno i pozitivno s daje
.z —st 3z—1
=5 /e ¥ dt. (6.27)
0
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Izraz se zapravo moZe uopstiti i za kompleksno z: precizna formula je (Erdelyi, (1.31-1.34))
o
/ta—l e—ctcosﬁ—ictsinﬁ dt = F(Oé) e e—iaﬁ 7 (628)
0

ivaziza —5 < f <3, Rea>0 ili f=-7, 0<Rea <1. Kod nas je a= —%—I—ie.
Koristeéi gornju formulu, dobijamo rezultat

1 Q i} i 1 g ZQ
—/— e ea ®a ['(—— 2
o = 2ma V w e ( a) (6.29)
1 Q _ iQ log ¥ ZQ
/BQOJ = — % ; (& 2a € a g F( — ;) s (630)
1 vazi o
lagu* = e |Baul® (6.31)
Broj Rindler-ovih tj. b-Cestica u vakuumu Minkovskog je
(0]p No|0)ps = /dw |Baw]? - (6.32)

Posto imamo bazis ravnih talasa, imamo normiranje na J-funkciju, pa je

/dw (|aow]? = Bowl?) = 6(0) =V = /dw (e — 1) |Baul®. (6.33)

Gustina cestica koju vidi ubrzani posmatra¢ u Rindler-ovom vakuumu ima Boltzmann-ovu

raspodelu,
(Ngq) 1 1
_ — 7 6.34
V e 229 —1 e kET -1 ( )

koja odgovara Unruh-ovoj temperaturi T = a/2wkp; ovaj rezultat smo, koristeé¢i koncept
detektora Cestica, dobili i ranije, (3.102).

[zracunajmo tenzor energije-impulsa u vakuumima Minkovskog i Rindler-a, odnosno njegovu
komponentu T, = (9,®)?. U vakuumu Minkovskog imamo

0111 (B ®)20)ar = (O] as // dw dw'’ —ww/< Le gt eiwu) (aw, eﬂ-w/u_all eiwlu)|0>M

o0

dw dw' o d
- / / Y Vew 0y agal, |0y @ = [ L2 (6.35)
47 47
0
Posto imamo identi¢an ra¢un u vakuumu Rindlera, vazi i
Oowdw
(0] (8:0)2(0) / 0 (@.2)10) (6.36)

T

0
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Sa druge strane, tenzor energije-impulsa je tenzor, pa imamo

Ol@BP10n = (50 ) Oa@:®P 100 =~ Q@0 . (630

Znaci: ako je tenzor energije-impulsa konacan tj. regularizovan u vakuumu Minkovskog, njegove
komponente u Rindler-ovom vakuumu bi¢e beskonac¢ne na horizontu, v = 0.

6.3 Komentari

B&D

Zbog pomenute analogije sa Schwarzschild-ovom crnom rupom mozda nije lose da skiciramo
analizu za slucaj kada se polje kvantuje u celom prostoru Minkowskog. Bazis {uy, uj} koji
odgovara Descartes-ovim koordinatama dat je ravnim talasima

1
U, = ——=¢

VAarw

i odgovara vakuumu Minkovskog [0),,. Sa druge strane, ako ho¢emo da iskoristimo bazis
(6.19) definisan u desnom Rindler-ovom prostoru, moramo da ga dopunimo analognim bazisom
u levom Rindler-ovom prostoru (Cauchy-jeve povrsi pocetnih uslova u prostoru Minkovskog su
delom u levom a delom u desnom delu prostora). Jedan izbor je {Fuy, fuf, Pug, *uj}, gde su

Cilwt—ike) o < k< 00, (6.38)

1 . .
e—zwn-‘rzkf 7, f cR 0 n, 5 eR
Ry, = vinw Ly =

0 TIafeL \/47'('(,0

—00 < k < 00. Ovakav izbor moda definise vakuum [0) p®|0) . Medutim, gornje funkcije nisu
neprekidne na horizontu. Pazljivom analizom moZe se naéi linearna kombinacija funkcija (6.39)
koja je analiticka u celom prostoru, a pri tome zadrzava znak energije, tj. ne menja vakuum.
Razvoj jednih moda po drugim daje isti rezultat za Bogoljubovljeve koeficijente, (6.31-6.34).
Drugim rec¢ima, Unruh-ov efekat dobija se i kada analiziramo polje u celom tj. maksimalno
prosirenom prostoru.

S , 6.39
ezwn—i-zkf 7, é- cL ( )
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7 Hawking-ovo zracenje

Hawking-ovo otkri¢e iz 1974. da crne rupe zrace, pri ¢emu je raspodela zracenja ravnotezna
raspodela koja odgovara temperaturi 7' = k/2m = 1/87M (k je povrsinska gravitacija na
horizontu crne rupe), jedna je od najinteresantnijih ideja u teoriji gravitacije. Ona je dala
fizicku podlogu tj. fizicku interpretaciju za ‘Cetiri zakona mehanike crnih rupa’ (Bardeen,
Carter i Hawking, 1973), posebno za ideju da Bekenstein-Hawking-ova entropija, S = A/4 (A
je povrsina horizonta crne rupe), prebrojava kvantna stanja unutar crne rupe. Hawking-ovo
zracenje izvedeno je u literaturi na mnogo nacina i za razli¢ite konfiguracije gravitacionog polja,
apstraktne i realisticne; mi ¢emo ovde dati osnovne elemente njegovog opisa.

7.1 Schwarzschild-ovo reSenje

Analogon Newton-ovog zakona gravitacije u opstoj teoriji relativnosti je Schwarzschild-ovo
reSenje: ono ne opisuje gravitaciono polje u celom svemiru nego lokalno, npr. polje Sunca
i planeta u Sunc¢evom sistemu. Schwarzschild-ova metrika je sferno simetri¢no, staticko resenje
Einstein-ovih jednacina u vakuumu: data je elementom duzine

dr?

2M
1 T

ds? = (1 . g)w .

— 7% (d6® + sin® 0 dp?) 2M <r <oo. (7.1)

Iz Newton-ovog limesa dobija se da je M gravitaciona masa izvora polja, bilo da je taj izvor
tackasta Cestica ili sferno-simetri¢no rasporedena masa. Sfera r = 2M zove se horizont crne
rupe. Singularitet Schwarzschild-ove metrike na horizontu, u kome ¢o prolazi kroz nulu i
menja znak, nije pravi nego je koordinatni singularitet. To se vidi iz ¢injenice da Cestici koja se
krece po radijalnom geodeziku treba konac¢no sopstveno vreme da stigne do horizonta; takode,
tenzor krivine je na horizontu regularan.

Schwarzschild-ova metrika moze da se prosiri na oblast r < 2M uvodenjem Eddington-Finkel-
stein-ovih koordinata. Uvodi se prvo ‘tortoise’ koordinata r*, za koju je horizont beskona¢no
udaljen,

d
dr*:ﬁ, r*zr—l—ZMlog(ﬁ—l), —o00 < 1" < 00, (7.2)

i nul-koordinate u i v,
u=t—r", v=t+r", —00 < U, v < 0. (7.3)

Element duzine u ovim koordinatama dat je sa

ds = (1~ g) (2 — dr*®) — 2 (d6> + sin® 0 dip?) (7.4)
:(1—¥>dv2—2dvdr—r2(d92+sin20d<p2), 0<r<oo. (7.5)

U drugom redu gornje formule metrika je u Eddington-Finkelstein-ovim koordinatama v, r, 6, ¢:
ona nije singularna na horizontu, pa interval promene r moze da se proSirina 0 <r < co.
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Maksimalna ekstenzija Schwarzschild-ovog reSenja, vecita (eternal) crna rupa, se dobija uvode-
njem Kruskal-Szekeres-ovih koordinata koje su takode na svetlosnom konusu,*

U = —4M exp (-ﬁ) .V =4Mexp (ﬁ) . (7.6)
Posto je
dU dV = exp ( r ) du dv = (L _ 1) exp (L) dudy, (7.7)
2M 2M 2M
za element duzine imamo
ds® = ¥ exp <1 — g) dU dV — r? (d@2 + sin29dg02) , —0< UV < 0. (7.8)

Standardno se uvode vremenska i prostorna koordinata 71 R,

U=T-R, V=T+R, UV:T2—32:—16M2(ﬁ—1>exp<ﬁ). (7.9)

Maksimalna ekstenzija Schwarzschild-ove crne rupe u Kruskal-ovim koordinatama prikazana je
na donjoj slici. Vidimo da je slika skoro potpuno analogna dijagramu Rindler-ovog prostora:

Black Hole

Region (>0

X
White Hole Exteirior

3 .
N Region

SingN

pre svega, postoji analogija izmedu koordinata. Spoljasnjosti crne rupe r > 2M odgovara deo
analogan desnom Rindler-ovom prostoru, U < 0, V > 0, a horizont crne rupe preslikava se
u Rindler-ov horizont. Medutim, za razliku od prostora Minkovskog, Schwarzschild-ova crna
rupa ima pravi singularitet u 7=0, u kome su skalar i druge invarijante krivine beskonacne. 1z
(7.9) vidimo da singularitet odgovara vrednosti

T? — R* = 16M*, T =4+V16M?2 + R?, (7.10)

*U literaturi nazivi koordinata nisu usaglageni (osim Kornjacine koordinate r*), a guzva posebno nastaje
kod nul-koordinata pa se koriste npr. v, v, v, V, v', ¥: tako je i ovde izbor oznaka neki li¢ni.

Region
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odnosno parabolama nacrtanim na slici; singularitet je prostornog tipa. Oblasti koje odgovaraju
desnom i levom Rindler-ovom prostoru, ovde svemir i paralelni svemir, su kauzalno nepovezane,
a njihovi asimptotski domeni su razli¢iti: kazemo da gornji singularitet odgovara crnoj rupi a
donji beloj rupi. Struktura se bolje vidi na Penrose-Carter-ovom dijagramu koji se dobija
kompaktifikacijom koordinata U i V' i prikazan je dole.

7.2 Hawking-ovo zracenje, Hartle-Hawking-ov vakuum

M&W

Razmotri¢emo prvo, zbog jednostavnosti, dvodimenzionu metriku identi¢nu Schwarzschild-ovoj
ako se zanemare ugaone koordinate,
2M 2M 2M 2M
ds? = (1 - —) (df? — dr*?) = (1 - —) dudv = =2 exp (1 . —) dUdv. — (7.11)
r T r r

Prostorne dijagrame smo zapravo veé¢ nacrtali. U tom prostoru kvantujemo konformno spreg-
nuto bezmaseno skalarno polje. Posto je prostor konformno ravan, klasi¢na jednacina kretanja
O® =0 svodi se na

pa je resenje zbir right-moving i left-moving polja. U Schwarzschild-ovim koordinatama imamo
¢ = A(u) + B(v). (7.13)

Posto su u i v su definisane za r > 2M , ovaj izbor je analogan desnom Rindler-ovom prostoru.

Za razvoj polja A koristimo bazis ravnih talasa e

o0

B dQ)
B ) VAT

A(u) (b e " + bl ™). (7.14)

Treba da zapazimo, iz (7.11), dasu u i v tj. ¢ i r asimptotski ravne koordinate, pa je vakuum
koji one definisu,
ba|0)p =0, (7.15)
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u stvari vakuum asimptotski-minkovskijevskog posmatraca: naziva se Schwarzschild-ov (od
imena koordinata) ili Boulware-ov vakuum.

Ako polje napisemo kao
o =A(U)+ B(V) (7.16)

i razvijemo po ravnim talasima Kruskal-ovih koordinata, za desni sektor polja imamo

r dw : ,
AU) = / (awe ™Y + al e“v). (7.17)
4w
0
Kruskal-ove koordinate pokrivaju maksimalnu ekstenziju Schwarzschild-ove crne rupe: one su
priblizno ravne u blizini horizonta. Odgovarajuc¢i vakuum zove se Kruskal-ov odnosno Hartle-
Hawking-ov vakuum, i definisan je sa

Rekli smo da postoji formalna analogija izmedu Rindler-ovog i Schwarzschild-ovog prostora i
kvantnih polja na njima, koja sledi iz ¢injenice da su razvoji polja po modama, kao i veze
izmedu nul-koordinata iste. Zbog toga, u principu, rezultate koje smo dobili za Rindler-ov
prostor direktno mozemo da prevedemo u kontekst Schwarzschild-ove crne rupe.

Rindler-ov prostor prostor Minkovskog | spoljasnjost crne rupe | maksimalna ekstenzija

n,§ t.x t.r T.R

u=n—§¢, v=n+€|lu=t—z,v=t+zxfjlu=t—r", v=t+r*|U=T—-—R, V=T+R
n—=&, n+¢ ; :

—00 < U, ¥ < 00 —00 < U, v <00 —00 < U, v < 00 —oco< U,V <o
1 - u
u=——e "<0 U=—-4Me 7 <0
a
1 v
v=—e">0 V=4Mear >0
a
0} R | 10) [ 0)s = [0)5 | 0)x = |0)mm

Ako za vakuum kvantnog polja biramo Boulware-ov vakuum koji je analogan Rindler-ovom, u
asimptotskoj, asimptotski ravnoj oblasti prostora nema zracenja. Medutim, |0)p je singularan
na horizontu odnosno daje divergentne ocekivane vrednosti komponenata (regularizovanog)
tenzora energije-impulsa. U tom smislu on je nefizicki: skalarno polje ne moze da se raz-
matra semiklasi¢no jer je njegova povratna sprega sa gravitacijom velika pa nema (pocetnog)
pozadinskog gravitacionog polja. Drugi vakuum, Hartle-Hawking-ov, je regularan na horizontu.
Kvantne fluktuacije skalarnog polja ne perturbuju gravitaciono polje mnogo, pa se probne ¢es-
tice u blizini horizonta krec¢u kao klasi¢ne. U slici analognoj sa Rindler-ovim prostorom ovaj
vakuum odgovara vakuumu Minkovskog: zato asimptotski posmatra¢ u Hartle-Hawking-ovom
vakuumu vidi ravnoteznu raspodelu Cestica na temperaturi Ty = 1/8wkpM |

0(0
(Olzr No |0) g = 6871’]\4(—9)_1 : (7.19)
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Treba napomenuti da u Hartle-Hawking-ovom vakuumu imamo termalnu raspodelu ne samo
izlaznih Cestica opisanih poljem A(U) nego i ulaznih Cestica opisanih sa B(V'). To je zato $to
maksimalna ekstenzija opisuje i belu i crnu rupu. Bela rupa emituje, a crna apsorbuje cestice,
pa se ceo sistem nalazi u termodinamickoj ravnotezi.

7.3 Grayvitacioni kolaps, Unruh-ov vakuum

B&D

Pre nego sto predemo na gravitacioni kolaps i Carter-Penrose-ov dijagram prostora koji on
kreira, da vidimo kako se kvantovanje bezmasenog minimalno kuplovanog skalarnog polja uops-
tava na Cetiri dimenzije.

Jednacina kretanja [J® = 0 zapisana u Schwarzschild-ovim koordinatama razdvaja promenljive:
njena resenja su oblika

|
fwlm - G_ZWt ? Rwl(r) )/lm(H’ SO) ; (720)
pri ¢emu radijalna funkcija R,; zadovoljava
>R, 9 (l+1) 2M 2M
dr+2 + (w - ( r2 + 3 )(1 - T) Rua=0. (7.21)

Resenja gornje jednacine ne mogu se jednostavno izraziti: u odnosu na obi¢nu jednacinu za
oscilator imamo dodatne ¢lanove koji opisuju Schwarzschild-ov potencijal i razume se, centrifu-
galnu barijeru. To znaci izmedu ostalog da ¢e pri prolazu kroz potencijal postojati rasejanje
unazad odnosno refleksija. Medutim, iz (7.21) vidimo da u asimptotskoj oblasti r ~ r* — oo
reSenja imaju oblik e*™” | pa se ukupno resenje ponasa kao

—lwu 1 m —iwv 1 m
fwlm ~ € ? YE (07 (p)a € — YE (97 @) . (722>

r

Zato je kvantovanje polja koje za bazis koristi funkcije foim ,
¢ = Z / dw (awlm fwlm + a’IJlm f:)lm) ) Qwlm |0>HH =0 (723)
Iym

zapravo kvantovanje u asimptotskom prostoru Minkovskog. Medutim, kada se racunaju Bo-
goljubovljevi koeficijenti ili o¢ekivane vrednosti broja cestica, rezultati zavise od radijalnog
potencijala i obi¢no se dobijaju mnozenjem greybody faktorom I',; < 1.

Da se vratimo na kolaps. Obi¢no se kaze da kod ‘pravog’ Hawking-ovog zracenja imamo samo
emisiju Cestica, pa se kao povratni efekat masa crne rupe smanjuje, i ono se dobija kad se
analizira crna rupa koja nastaje gravitacionim kolapsom. Smatra se da je veé¢ina crnih rupa u
svemiru nastala u ovakvom procesu: gustina zvezde u nekom trenutku evolucije prede kriti¢nu
vrednost pa se formira prividni horizont, i potom crna rupa. Prostor koji opisuje ovaj proces
nije staticki, a odgovarajuc¢i Carter-Penrose-ov dijagram dat je dole. Tako je dijagram nacrtan a
da metrika nije egzaktno data tj. poznata (jer zavisi od konkretnih detalja interakcije materije),
na njemu su svi elementi relevantni za kvantovanje polja i Hawking-ovo zracenje.
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Pre svega, dijagram sadrzi samo oblasti I i II konformnog dijagrama veéite crne rupe (ili neke
delove ovih oblasti), pa u njemu ne postoji bela rupa ni paralelni svemir. Analizirajuéi sliku,
vidimo da je asimptotska proslost Z— Cauchy-jeva povrs; ZT nije, nego je to na primer unija
Z7T U H*t. Vazan deo opisa gravitacionog kolapsa je horizont dogadaja H™ , koji se formira u
nekom trenutku i evolucijom dostiZze vrednost datu ukupnom masom zvezde. HT ‘odgovara’
horizontu buduénosti na dijagramu vecite crne rupe, dok ekvivalent horizonta proslosti ne
postoji.

Kriva linija na dijagramu je povrsina kolapsirajuce zvezde. Ona predstavlja granicu dva dela
prostora, spoljasnjosti zvezde u kojoj je prostor opisan Schwarzschild-ovom metrikom, i njene
unutrasnjosti ¢iju metriku zapravo ne znamo precizno. Ako (slede¢i B&D) nul-koordinate u
prostoru van zvezde oznacimo sa u i v, za element duzine imamo

2M
ds2:<1——>dudv, u=t—r"+R;, v=t+1r"—R{. (7.24)
r
R} je konstanta dodata da bi pocetni uslovi za kolaps ¢ = 0 imali jednostavnu formu u=0,
v=0. Nul-koordinate unutar zvezde oznaci¢emo sa U i V . Metrika unutra nije staticka i ima
oblik

ds®* = A(U,V)dU dV U=7—r+Ry, V=7+4+7r—Ry, (7.25)

gde je A(U,V) neprekidna i regularna funkcija a 7 vreme. Kolaps poc¢inje u t = 7 = 0,
kada je poluprec¢nik zvezde r = Ry. Njen polupre¢nik se smanjuje sa protokom vremena po
odredenom zakonu, duz linije » = R(7); duz te linije metrike (7.24) i (7.25) treba da se glatko
spoje. To su elementi koji dodatno odreduju konformni dijagram kolapsa: oni definisu i vezu
izmedu nul-koordinata spolja i unutra,

U=au), v=L3(V). (7.26)

Funkcije R(7) 1 A(U,V) mogu da se postuliraju (npr: horizont se smanjuje konstantnom
brzinom) ili odrede u jednostavnim modelima (Sto je radeno u dvodimenzionim modelima koji
se dobijaju iz teorije struna); B&D razvijaju ove funkcije u Taylor-ov red, identifikujuéi oblasti
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gde su one neprekidne odnosno singularne. To je pristup koji ¢emo i mi slediti (doduse, sa
manje preciznosti) jer je rezultujuci efekat genericki a ra¢un u svakoj varijanti priblizan. Cilj
je da identifikujemo one elemente/pretpostavke koji su kljucni za Hawking-ovo zracenje.

Razmotrimo kvantovanje bezmasenog skalarnog polja. U modelu koji koristimo u asimptotskoj
proslosti nema desnog polja, tj. sve bezmasene Cestice koje polaze iz Z~ kreéu se ulevo, a sve
koje stizu u ZT kreé¢u se udesno. To je osobina dvodimenzionog prikaza, jer svaka tacka na
dijagramu odgovara (¢, ) sferi. U realnom prostoru, v-ravan talas prolazi kroz unutrasnjost
zvezde i izlazi na drugu stranu ne menjajuci pravac kretanja: na dijagramu je to prikazano kao
refleksija u r = 0, tj. prelazak wv-talasa u wu-talas. Zato opis polja u modelu treba da sadrzi
odgovarajuc¢i grani¢ni uslov, kao $to je npr. uslov za odbijanje zraka u ogledalu: efektivno,
grani¢ni uslov ¢e preslikati koordinatu v u koordinatu u . Diskusija grani¢nog uslova je razlicita
u literaturi: B&D, sledeéi rad Unruh-a (PRD, 1976) postavljaju uslov na polje, ®|,—o = 0;
P&T uslov dobijaju iz razmatranja nul-geodezika. U svakom slucaju, zbog neprekidnosti ta-
lasne funkcije odnosno polja je prirodno da u tacki refleksije, koordinatnom pocetku r = 0,
identifikujemo koordinate U i V' (u svim trenucima vremena), tj. da zahtevamo

U—-Ry=V+Ry. (7.27)
Ovaj uslov daje vezu

v=p(V)=p8(U - 2Ry) = B(a(u) — 2Ry) . (7.28)

Skalarno polje mozemo da kvantujemo koristeéi razvoj po bazisu ravnih talasa u asimptotskoj
proslosti tj. u in-oblasti 7,

1 )
@:/W@Jﬁwhﬁ, fo=———=e ", (7.29)

4w

Druga mogucnost je da polje kvantujemo u asimptotskoj buduénosti. Tada imamo dva skupa
funkcija koje ¢ine bazis: funkcije p, koje su definisane na Z* i funkcije ¢, definisane na H*,

O = /dw’ (bey pur + bL, Ph 4 Cor Qo + CL, @) - (7.30)

Jasno, za funkcije u asimptotskoj buduénosti ¢emo uzeti ravne talase

1 .
P = e (7.31)
4w

~

a iz kompletnosti sledi

Pur = /dw(aww’ fw + wa’ f:) ) qu = /dw(vwf fw + O f:) : (732>
Za Hawking-ovo zracenje su bitni koeficijenti 3, ,

ﬂww’ = _(pw’a f:;) ) (733)

jer Cestice koje zavrSe u singularitetu ne mozemo da detektujemo, pa nam zato tacan oblik
funkcija ¢, nije vazan.
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Da bismo izrac¢unali skalarni proizvod (7.33) treba da odredimo smenu (7.28). Pri tome, oblast
integracije u integralu je v < vy (sa slike), jer je vy najveéa vrednost za koju upadni talas
posle prolaza kroz zvezdu izade napolje. (Nul-geodezici, tj. trajektorije ravnih talasa iz 7~
su prave pod uglom od /4 sa fiksiranom vredno$¢u v.) Za vezu v = v(u) su nam potrebni
detalji kolapsa, odnosno funkcije « i 5. Medutim, moZemo da uoc¢imo dve bitne stvari. Prvo,
funkcija B(v) je neprekidna jer u oblasti u kojoj je definisana (pocetak kolapsa) horizont crne
rupe jo$ nije formiran. Zato [(V) moZe da se razvije u red oko nule, a grani¢ni uslovi su
podeseni da zavisnost bude linearna, v = BV . Sa koordinatom u odnosno funkcijom « je
drugacije: u oblasti gde je smena U = «(u) definisana postoji horizont dogadaja. U blizini
horizonta smena iz jednih u druge nul-koordinate je poznata, (7.6),

u
U= —aMexp (——-) . 7.34
P17 (7.34)
a daleko od horizonta zavisnost je regularna. Tu se ukljuc¢uje druga pretpostavka: ako [,
ra¢unamo za ‘late time’ tj. u asimptotskoj buducénosti t — oo, onda najveci doprinos integralu
daje oblast tj. talasi koji se koji se rasejavaju upravo blizu horizonta. Zato u integralu mozemo
da koristimo smenu (7.34), odnosno da pretpostavimo da je, za kasna vremena,

v=B(-aMed —2R), o= e ) )

Zato se skalarni proizvod (7.33) odnosno Bogoljubovljevi koeficijenti [, svode na one koje
smo ve¢ izracunali i koji daju Hawking-ovo zracenje. Ovako definisana kvantna teorija odnosno
njen vakuum zove se Unruh-ov vakuum: on je regularan u asimptotskoj proslosti Z~ i na
horizontu H™* .
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