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Glava 1

Opisivanje kretanja

1.1 Hipoteza kontinuuma

Supstanca se sastoji od molekula, koji se sastoje od atoma i subatomskih cestica. Ona, dakle,
nije kontinualna. Pa ipak, postoje mnogi aspekti ponasanja raznih materijala, kao sto je, npr,
istezanje celicne Sipke pod delovanjem neke sile ili postojanje sile otpora pri kretanju tela kroz
vazduh i sli¢no, koji se mogu opisati i predvideti pomocu teorija koje ne uzimaju u obzir diskretnu
prirodu supstance. U osnovi tih teorija lezi tzv. hipoteza kontinuuma, po kojoj su materijali
beskonacéno deljivi. U skladu sa hipotezom kontinuuma moguée je uociti infinitezimalno malu
zapreminu supstance, koja se naziva deli¢ kontinuuma, pri ¢emu u svakoj okolini tog deli¢a postoji
supstanca. Da li je hipoteza kontinuuma opravdana ili ne zavisi od posmatrane situacije: npr. u
mnogim slucajevima moguce je ¢elik smatrati kontinualnim materijalom, ali ne i ako se posmatra
prostiranje talasa izuzetno malih talasnih duzina kroz njega. S druge strane, osobine razredenog
gasa pod odredenim okolnostima mogu se odli¢no opisati smatrajuci gas neprekidnom sredinom. U
svakom slu¢aju, nije dobro opravdavati kontinualni pristup brojem ¢estica u odredenoj zapremini (t;.
gustinom). Na kraju krajeva, infinitezimalno mala zapremina u limesu ili sadrzi elementarnu ¢esticu
ili ne sadrzi nista. U tom smislu treba imati u vidu da matematicki gledano deli¢ predstavlja tacku,
ali sa stanovista fizike, to je mala zapremina (mnogo manja od ukupne zapremine razmatranog
sistema) u kojoj se jo§ uvek nalazi puno cestica N > 1, ali mnogo manje od ukupnog broja
cestica u sistemu. Takva mala zapremina naziva se fizicki beskonacno mala zapremina. Takode,
vrednosti fizickih velicine ,,u tacki” 7 i ,,u trenutku” t, zapravo predstavljaju lokalne vrednosti,
tj. vrednosti razmatrane veli¢cine usrednjene po fizicki beskonacno maloj zapremini, u kratkom
vremenskom intervalu. Ovaj kratki vremenski interval, moze se slino uvesti kao fizicki beskonacno
kratak, tj. to je interval mnogo kraci od ukupnog vremena razmatranja sistema, u toku kog se pri
merenju ta veli¢ina ne menja toliko da bi se promenila njena srednja vrednost, ali dovoljno dugacak
da mikroskopske promene unutar deli¢a ne dodu do izrazaja. Samo ako je u razmatranoj situaciji
moguce na takav nacin uvesti deli¢, koji dalje moze da se tretira kao Cestica, hipoteza kontinuuma
ima smisla. Konacan odgovor na pitanje da li je hipoteza kontinuuma opravdana u nekoj situaciji
ili nije daje samo eksperimentalna provera. Ono $to ¢e u okviru ovog kursu biti razmatrano u praksi
je ve¢ veoma dugo potvrdivano u raznim situacijama, pa ¢emo u daljem toku kursa uvek smatrati
da se to Sto radimo odnosi na slucajeve kada su zadovoljeni uslovi za primenu hipoteze kontinuuma.
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Slika 1.1: U supstancijalnom metodu prati se kretanje deli¢a sredine.

1.2 Lagranzev i Ojlerov metod

Postoje dva osnovna pristupa prilikom proucavanja kontinualne sredine: (1) Lagranzev ili sup-
stancijalni i (2) Ojlerov ili metod polja.

1. Lagranzev metod. Kod ovog metoda uoci se polozaj svih deli¢a u nekom poc¢etnom trenutku
t =ty i dalje se prati kretanje svakog od tih deli¢a. Ako se neki deli¢ u pocetnom trenutku
nalazio u tacki rp = X717 + X265 + X3€3, onda mozemo da kazemo da ¢e se u proizvoljnom
slede¢em trenutku on nalaziti u tacki (79, t), ¢iji polozaj zavisi kako od pocetnog polozaja
o = (X1, Xs, X3), tako i trenutka ¢ (slika . Sve fizicke veli¢ine razmatramo duz putanje
deli¢a, dakle u funkciji pocetnih koordinata (X, Xs, X3) i vremenskog trenutka t. Ako, recimo,
sa T oznac¢imo temperaturu, onda T'(X7, Xo, X3, t) predstavlja temperaturu u tacki u kojoj se u
trenutku ¢ nalazi deli¢ koji se u pocetnom trenutku nalazio u tacki (X, X, X3). Kolokvijalno
bismo mogli da kazemo da se u ovom pristupu razmatraju fizicke veli¢ine i pojave onako kako
ih ,,0se¢aju” deli¢i, tj. supstanca, pa se zato ovaj pristup zove i supstancijalni, a promenljive
(X1, X2, X3) supstancijalne promenljive. Sli¢no, zapremina koja se uvek sastoji od istih deli¢a
naziva se ,,supstancijalna zapremina”. Ilustracija primene Lagranzevog metoda je razmatranje
pomeranja velikih vazdusnih masa na satelitskim snimcima u realnom vremenu.

2. Ojlerov metod odgovara matematickom metodu polja, tj. sve fizicke veli¢ine razmatraju
se u tacki prostora 7 = x1€] + w25 + x3€3, Cisto geometrijski, nezavisno od toga koji se
deli¢ nalazi u toj tacki, u proizvoljnom vremenskom trenutku ¢ (slika . U tom metodu bi
izraz T'(xy, 9, x3,t) predstavljao temeperaturu u tacki (z1,xe,x3) u trenutku t. Poredenja
radi, mogli bismo da kazemo da T'(z1,x9,x3,t) predstavlja temperaturu koju ,,oseca” deli¢
koji se u trenutku ¢ nasao na mestu (zq,x2,23). U ovom pristupu nas, dakle, ne interesuje
Sta se sa tim deli¢em ranije deSavalo, niti Sta ¢e se sa njim deSavati posle prolaska kroz tu
tacku. Koordinate (z1, xs, z3) nazivaju se Ojlerove promenljive. Belezenje dnevnih vrednosti
temperature, pritiska i brzine vetra na jednom mestu predstavlja primer primene Ojlerovog
metoda.

lako u svakoj situaciji i jedan i drugi metod mogu da se primene, Lagranzev metod se ¢eScée
primenjuje kod ¢vrstih tela, kod kojih je pokretljivost deli¢a mala, tj. obi¢no ¢estice osciluju oko
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nekog svog srednjeg polozaja, dok se kod fluida, koji se odlikuju velikom pokretljivoséu, najcesée

primenjuje Ojlerov metod.

Primer 1.2.1. Polje brzine u kontinualnoj sredini definisano je jednac¢inama: v; = axs, vo = —axy,
vy = 0, gde je a konstanta. Nadimo trajektoriju deli¢a koji se u trenutku ¢ = 0 nalazio u tacki

(X1, X2, X3). Iz definicije brzine ¥ = 4 slede jednacine:

dl’l
dt
dl’z
dt
dz,
dt

= axrq,

= —axry,

= 0.

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Iz poslednje jednacine trivijalno sledi da je x3(t) = const = X3. Diferenciranjem jednacine (1.1)) po

vremenu sledi jednacina
d2I1 dZL‘Q

—_— = 04—
de? de ’
pa zamenom ddif iz jednacine 1’ dobijamo jednacinu

d2$1 2
S
odnosno L
T
B +a*z, =0,

¢ije opste resenje ima oblik

x1(t) = Acosat + Bsinat .

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)
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Iz uslova da je z1(0) = X sledi da je A = X, pa zamenom tako dobijenog izraza za x; u jednac¢inu
(1.1]), direktno sledi izraz za xo:

1d
zo(t) = a% = —Xisinat + Bcosat . (1.8)

Kako je x2(0) = Xj, sledi da je B = X5, pa se kona¢no dobija xo(t) = —Xjsinat + X cos at.
Konaé¢nim jednac¢inama

x1(t) = Xjcosat + Xosinat, x9(t) = —Xjsinat + Xocosat, x3(t) = X3 (1.9)

opisano je kretanje deli¢a Lagranzevom metodom. Eliminacijom vremena iz ovih jednac¢ina lako se
dobija i eksplicitna jednacina trajektorije deli¢a: z? + 23 = X? + X3, 23 = X3, tj. deliéi se krecu
po kruznicama, koje leze u ravnima normalnim na x3 osu, sa centrom upravo na x3 osi.

Zmajuci konacne jednacine kretanja deli¢a, lako je naéi i vektor brzine u Lagranzevom opisu:

, or

=5 = a[(—X;sinat + Xy cosat)e; — (X cosat + Xgsinat)es] . (1.10)

X1,X2,X3

Iz prethodnog primera se jasno vidi da je moguée prelaziti iz Lagranzevog opisa u Ojlerov (i
obrnuto). U opstem slucaju za brzinu vazi:

T (X1, Xo, X3, 1) = 0°(F( X1, Xo, X3, 1), 1), (1.11)

gde je indeksom ” " oznacen vektor brzine u Lagranzevom, a indeksom ” O” vektor brzine u Ojlerovom
opisu.

1.3 Supstancijalni izvod

Pretpostavimo da razmatramo neku vektorsku fizicku velicinu, zadatu kao polje ff(:cl, To, T3, 1)
i uo¢imo dve njene vrednosti: u tacki ¥ = x1€] + x2€5 + x3€3 u trenutku ¢ i u infinitezimalno bliskoj
tacki 74 dr = (z1 + dxy, xe + day, x3 + dxg) i infinitezimalno bliskom vremenskom trenutku ¢ + dt.
Primenjujué¢i matematicki izraz za diferencijal funkcije vise promenljivih, mozemo da pisemo da je:

- 9A 9A dA dA
dA=—d —d —d —dt 1.12
9 B T o T e (1.12)
gde je dA = A(F+dF, t+dt)— A(7,t). Ovaj izraz vazi za bilo kakve infinitezimalne vrednosti d7'i dt,
medutim, ako nas zanima kako se menja veli¢ina A duz trajektorije delic¢a, onda vazi di" = ¢(7, t)dt,
gde je U = v1€] + v2€5 + v3€3 polje brzine u razmatranoj kontinualnoj sredini (brzina deli¢a). Onda

iz formule ((1.12) sledi
o (04 0A 04 04
dA=| — — — — | dt 1.13

<8xlvl + 81’2,02 + (91;3@3 + 82& ) ’ ( )

odnosno ~ ~ . . .
dA B 0A n 0A n 0A N 0A
T R TR I R B TA

(1.14)
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§to uz pomo¢ Hamiltonovog (nabla)ﬂ operatora

V =¢ 0 + € + € 0
N 18371 281’2 381’3 ’
moze da se napise kao
dA - 94
=W-V)A+ —. 1.15
VA (1.15)
Izraz (V- V) je kradi zapis za
) n 0 L 0
v v
Now " Pox, T o,
i formaln redstavlja skalarni proizvod vektora brzine ¢’ i nabla operatora V.
Izraz ( I predstavlja brzinu promene vektorske veli¢ine Aduz trajektorije deli¢a, dakle brzinu

promene A kako je ,,ose¢a” supstanca, pa se zato naziva supstancijalni izvod velicine A. Naslican
nac¢in bismo mogli da izvedemo i izraz za brzinu promene skalarnog polja f(7,t) duz trajektorije
deli¢a. Tako bismo dobili

df of

dt ot

Vidimo da se supstancijalni izvod, kako vektorske, tako i skalarne veli¢ine, sastoji od dva sabirka:

Vf—l—a—{—v gradf + — (1.16)

(T-V)A (f) i o4 (%). Prvi u sebi sadrzi polje brzine i parcijalne izvode po prostornim koordinatama,
pa se fizicki moze protumaciti da potice od toga sto deli¢i koji pristizu u uocenu tacku sa sobom
donose promenu fizicke situacije, tj. vrednosti razmatrane fizicke velicine. Drugi sabirak predstavlja
lokalnu promenu fizicke veli¢ine sa vremenom.
Ubrzanje deli¢a po definiciji predstavlja supstancijalni izvod brzine, pa je
d17 (%

Primer 1.3.1. Nadimo ubrzanje deli¢a, ako su njihove brzine definisane poljem iz Primera [1.2.1}
To ¢emo uraditi prvo direktno, koriste¢i konac¢ne jednacine kretanja koje smo ve¢ nasli, a zatim
pomocu formule (1.17).

Diferenciranjem jednacina dva puta po vremenu dobijamo izraze za Dekartove komponente
ubrzanja u Lagranzevom opisu:

a1 (X1, Xo, X3,t) = —a?*(Xjcosat + Xysinat), (1.18)
as(X1, Xo, X3,t) = —a*(—X;sinat + Xy cosat), (1.19)
a3(X17X2>X3>t> = 0, (1-20)

iz kojih se lako vidi (poredenjem sa jednacinama (|1.9))) da je polje ubrzanja onda dato jednac¢inama

ay(zy, T, w3, 1) = —a2:r;1, ag(1, T, T3, ) = —a2x2, az(wy, w2, w3,t) = 0. (1.21)
S druge strane, direktnom primenom formule (|1.17]) na polje ¥ = ax.€] — ax1€5 dobija se
v . ov ov . -
ad=(U-V)T=v2— +vg=— = —a*(116] + 225) , (1.22)
ox 1 8.362

Sto je, naravno, ekvivalentno formulama .

!Matematicki podsetnik: gradijenti, divergencije, rotori...
2U literaturi se ponekad umesto oznake % za supstancijalni izvod koristi oznaka %.
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Slika 1.3: Vektor brzine je tangentan na strujnu liniju u svakoj njenoj tacki.

1.4 Strujne linije

Za vizualizaciju polja strujanja fluida koriste se tzv. strujne linije (slika. Po definiciji, strujne
linije predstavljaju linije koje imaju osobinu da je u svakoj njihovoj tacki polje brzine tangentno na
njih. Drugim rec¢ima, strujne linije predstavljaju linije polja brzine, analogno linijama elektricnog
ili magnetnog polja. Ako sa dr’ oznacimo element strujne linije, onda se formalno definicija strujne
linije zapisuje kao

dirf = X\ 9(7, 1), (1.23)

gde je X neki skalar ili
dr x v(r,t) = 0. (1.24)

Ako vektore izrazimo preko njihovih Dekartovih komponenata: dr = dzi€; + dwgéy + dasés i
U = v(x1, T9, x3,1)€1 + vo(x1, X9, T3,1)€ + v3(21, Ta, x3,t)€5 onda iz definicionih jednacina slede
jednacine:

dl’l d.TQ dl‘g

U1($1,$2,I3,t> U2($1,$2,$3,t) ’U3<$1,$2,$3,t> ’ <125>
Sto predstavlja sistem diferencijalnih jednacina, ¢ijim reSavanjem se dobijaju jednacine strujnih
linija. U tom sistemu funkcije v;(xq, x2, z3,t) su unapred definisane, kao komponente polja brzine,
koje moze biti nestacionarno - u tom slucaju vreme se tretira kao parametar. Za nestacionarno polje
brzine strujne linije mogu da se menjaju sa vremenom, ali ako je strujanje stacionarno, strujne linije
se poklapaju sa trajektorijama.

U tackama u kojima intenzitet polja brzine ima kona¢nu vrednost, strujne linije ne mogu da se
seku (ukoliko bi se sekle to bi znacilo da brzina nije jednozna¢no definisana u tim tackama). Strujne
linije mogu da se seku u tackama u kojima brzina ima nultu vrednost (tzv. tacke stagnacije), kao
i tackama u kojima je brzina beskonacéno velika (tzv. izvori ili ponori u zavisnosti od toga da li
strujne linije ulaze ili izlaze iz tih tacaka).

Primer 1.4.1. Nadimo jednacinu strujnih linija za polje brzine iz Primera 1. Primenjuju¢i jednacine
(1.25)), zaklju¢ujemo da iz v3 = 0 sledi x3 =const, odnosno da strujne linije leze u ravnima normalnim
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Slika 1.4: Kroz malu povrsinu AS za kratko vreme At produ svi deli¢i koji se nalaze unutar cilindra
¢ija je izvodnica odredena vektorom vAt.

na x3 osu. Takode, sledi i uslov:
de’l dl‘g

- , (1.26)

axro —ax

¢ijim mnoZenjem sa ax;ry dobijamo d(x? + z2) = 0, odakle je 27 + x3 =const, §to uz dobijenu
jednacinu x3 =const znaci da su strujne linije kruznice, koje leze u ravnima normalnim na x3 osu, a
centar im je upravo na z3 osi. Strujne linije se, dakle, pokapaju sa trajektorijama deli¢a (nadenim
u primeru [1.2.1), Sto je i trebalo ocekivati, posto polje brzine ne zavisi eksplicitno od vremena.

1.5 Jednacina kontinuiteta

Masa supstance koja u jedinici vremena prode kroz neku povrsinu (zatvorenu ili otvorenu) naziva
normale 7. Pretpostavi¢emo da su nam poznati polje brzine ¢ i polje gustine p. Kroz povrsinu
AS za vreme At produ svi deli¢i koji se nalaze unutar cilindra ¢ija se gornja osnova poklapa sa
AS, a duzina izvodnice (¢iji je pravac odreden vektorom ¢) mu je jednaka |0]At (slika[L.4). Dakle,
kroz uoc¢enu malu povrsinu ¢e za vreme At pro¢i masa Am koja se nalazi unutar tog cilindra, pa je
Am = AVp, gde je AV zapremina cilindra. Ovde smo pretpostavili da je At malo (8to ne smanjuje
opstost izvodenja), pa je i zapremina cilindra mala, $to znac¢i da se moze smatrati da se gustina
unutar njega ne menja znacajno. Zapremina cilindra jednaka je AV = ASh, gde je h visina cilindra
i iznosi h = (UAt) -7, kao projekcija izvodnice na normalu osnove. Imajuéi sve to u vidu dalje sledi

Am = pAS(TAtL) - it = p(AS) - TAL, (1.27)
pa je protok AQ po definiciji jednak

_AM _ (#AS) -7, (1.28)

AQ="71y =
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L
x]

Slika 1.5: Ilustracija izracunavanja protoka, slika uz Primer [1.5.1]

U slucaju infinitezimalno male povrsine dJS, izraz za protok moze da se pise kao
dQ = pv - dS, (1.29)

gde smo sa dS = 71dS oznacili vektor elementarne povrsine. Ukoliko se radi o vecoj povr§ini S,
protok kroz nju moze da se izracuna tako Sto se ona podeli na male povrsine, za svaku se izracuna
protok i na kraju se saberu svi protoci. Ukoliko se povrsina podeli na infinitezimalno male povrsine,
sumiranje odgovara integraciji po povrsini, pa izraz za protok (), imajuéi u vidu poslednju formulu
za protok kroz infinitezimalnu povrsinu, moze da se pise u obliku povrsinskog integrala:

Q:/Spﬁ.dﬁ. (1.30)

Ukoliko se gustina ne menja, p u prethodnom izrazu moze da izade ispred integrala, pa je uobicajeno
da se u takvim sluc¢ajevima govori o zapreminskom protoku F', koji se definiSe kao zapremina fluida
koja u jedinici vremena prode kroz datu povrsinu i o¢igledno je jednaka:

F:/U-dg. (1.31)
S

Primer 1.5.1. Ukoliko polje iz Primera|l.2.1]opisuje strujanje fluida konstantne gustine p izracunajmo
protok fluida kroz povrsinu pravougaonika koji lezi u ravni 2o = 010 < 1 < L, 0 < 23 < H.
Prema formuli (1.30]) trazeni protok je

L H
Q = p//(amé’l — axi€y) - (dSey) = p/ dxl/ dzo(—axy)
S 0 0

L H 1 ,
= —ap r1dxy day = —§apL H.
0 0
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G

Slika 1.6: Kontrolna zapremina V fiksirana je u prostoru i kroz nju deli¢i prolaze.

Znak minus se pojavio zbog toga §to smo ort normale na povrsinu izabrali u smeru orta ey, dok
brzina u tackama uocene povrsine ima suprotan smer (tj. smer vektora —ax;é).

Uocimo sada jednu fiksiranu zapreminu V' (slika [1.5]), koja se u toku vremena ne menja (tzv.
kontrolna zapremina). Bez obzira Sta se desava sa deli¢ima kontinualne sredine koju posmatramo,
masa m sadrzana u zapremini V' u svakom trenutku jednaka je

m(t):/vp(F,t)dV (1.32)

gde je p(7,t) polje brzine. Brzina promene mase (promena mase u jedinici vremena) jednaka je

dm  d . _ [ Op(rt)
ar — dt Vp(r’t)dv_/v ot

gde je totalni izvod po vremenu mogao da ,,prode” kroz odredeni integral po zapremini zahvaljujuci
tome $to je zapremina fiksirana (ne zavisi od vremena), ali se pri tome ,,pretvorio” u parcijalni izvod
po Vremenuﬁ, posto p zavisi i od koordinata i vremena. S druge strane, masa unutar zapremine V'
se u jednici vremena promeni za onoliko koliko ude ili izade kroz ukupnu povrsinu S koja obuhvata
V', tj. brzina promene mase jednaka je protoku kroz grani¢nu povrsinu S. Ako ortove normala na S
orijentisemo kao spoljne normale (iz unutrasnjosti prema spoljasnjosti) onda prema formuli ({1.30))
za protok mozemo da pisemo da je

av, (1.33)

dm -
—_— =— v-dS. 1.34
iF /S p (1.34)
Znak minus na desnoj strani ove jednakosti pojavio se zato Sto izabrana orijentacija normala zapravo
znac¢i da posmatramo protok iz unutrasnjosti V', tj. za koliko se smanji masa unutar V' u jedinici
vremena. Posto se poslednji povrsinski integral odnosi na zatvorenu povrsinu, na njega mozemo da

3Matematicka digresija: Ovo eksplicitnije obrazloziti!
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primenimo teoremu Gausa—Ostrogradskogﬂ ¢ime dalje dobijamo:

d
dm _ / div(p)dV (1.35)
dt ",
sto u kombinaciji sa ([1.33]) daje
ot
/3,0(7“, Jav — —/ div(pe)dV | (1.36)
v o Ot v

odnosno

/v (%i’t) + div(pﬁ)> v =0. (1.37)

Poslednja relacija vazi za proizvoljnu fiksiranu zapreminu V', a to je moguée jedino ako je u svakoj
tacki i u svakom trenutku podintegralna funkcija jednaka nuli, tj. ako vazi jednacina

Op(r, 1)
ot
Ova jednacina poznata je kao jednacina kontinuiteta i predstavlja posledicu klasicnog zakona

odrzanja mase (masa u V' moze da ude ili izade, ne moze da se smanji ili poveca bez prolaska Cestica
kroz S). Alternativno, ona moze da se zapise i kao

+ div(pt) = 0. (1.38)

%—I—pdivﬁzo, (1.39)

gde je iskoriS¢en izraz za supstancijalni izvod funkcije p i identitet:
div(pv) = gradp - ¥+ pdivy.

Iz ovog drugog oblika jednacine kontinuiteta vidi se da ukoliko je pri kretanju sredina koja se
razmatra nestisljiva, tj. ako se duz trajektorije deli¢a gustina p ne menja (Sto znac¢i da je njen
supstancijalni izvod %f jednak nuli), sledi uslov

divi=0. (1.40)

Ova jednacina poznata je kao uslov nestisljivosti.

Primer 1.5.2. Lako se proverava da polje brzine definisano u primeru [1.2.1] zadovoljava uslov
nestisljivosti:
, Ovy  Ovg  Ovy  O(axg)  I(—axzy)  9(0)
d 7 = pu— pum— O .
N 81'1 % (91'2 * 81'3 8:101 * (91'2 * (9.1'3

1.6 Strujna funkcija
Razmotrimo slucaj nestisljivog kretanja kontinualne sredine, pri kome polje brzine ima oblik

’17 = ’Ul(l’l, o, t)gl + U2($1,$2,t)€2 . (141)

4Matematicki podsetnik: teorema Gausa-Ostrogradskog



1.6. STRUJNA FUNKCIJA 19

Ovakvo kretanje nazivamo dvodimenzionalnim (2d). U ovom slucaju su potrebne dve velic¢ine v; i
v9 da bi se potpuno opisalo kretanje, medutim, zbog uslova nestisljivosti, koji u ovom slucaju dobija

oblik:

ov;  Ovy

. + - =

Oor; Oz
jasno je da te dve veli¢ine nisu nezavisne, $to u stvari znaci da je jedna veli¢ina dovoljna za potpun
opis kretanja. To bi mogla da bude jedna komponenta polja brzine, ali je u fizici kontinuuma
uobicajeno da se umesto toga uvede tzv. strujna funkcija 1 (xq, o, t) (ili funkcija toka), koja je na
slede¢i nacin povezana sa komponentama brzine:

oY oY

- 27 = __7 1.4
v 8352 ’ v 81'1 ( 3)

0, (1.42)

Lako se proverava da ovakvo polje brzine zadovoljava uslov nestisljivosti:

o) A=)y o

dive = = — =0. 1.44
e 0y + 0xs 0x20x1 011079 ( )
Uvedimo vektorsku funkciju A= 1€es 1 potrazimo njen rotor:
€1 € €3
rotd=VxA=| ;= ;= ;L AReg/ W 3. (1.45)
01 0 1; 8372 8;1:1

S druge strane, iz matematicke fizike poznato je da ukoliko neka vektorska funkcija B zadovoljava
uslov divB = 0 (tzv. solenoidalno polje, kao $to je npr. magnetno polje), onda sigurno postoji
funkcija A takva da je B = rotA (tzv. vektorski potencijal). Odatle direktno sledi da strujna
funkcija sigurno postoji: polje brzine je pri nestisljivom kretanju solenoidalno, a njegov vektorski
potencijal (koji sigurno postoji) je 1éj.

Kako se strujna funkcija za zadato polje brzine moze odrediti, demonstrira¢emo na jednostavnom
primeru polja brzine: vy = U =const, v, = 0. Iz jednacina sledi:

o __ o

U=-—", 0=——\1.
(91‘27 81’1

(1.46)
Iz druge jednacine zakljucujemo da v ne zavisi od z, pa onda prvu jednacinu mozemo prepisati u
obliku obic¢ne diferencijalne jednacine prvog reda:

dy

=U
d.’EQ ’

odakle sledi da je ¢ = Uxy+const. Strujna funkcija je odredena do na integracionu konstantu, koja
se odreduje tako sto se u nekoj tacki prostora definise koliko je .

Uoc¢imo linije duz kojih strujna funkcija u nekom fiksiranom trenutku ima konstantnu vrednost
(xq,x9) =const. Iz matematicke fizike je poznato da je u tom slucaju grady = aw 51 + 8—’@52

ortogonalan na takve linije. Izracunajmo skalarni proizvod vektora brzine v i gradi:

gp O o Oy 9y

= - =0.
61’2 63:2 8.171 8:151 (93:2

v - grady = vy %

81'1 + VU2
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Znaci, U i grady su medusobno ortogonalni i leze u ravni paralelnoj ravni Oxixy. Posto je gradiy
u nekoj tacki ortogonalan na liniju 1) =const koja sadrzi tu tacku, sledi da je vektor ¢ tangentan
na tu liniju u toj tacki. PosSto je ¥ istovremeno tangentan i na strujnu liniju (po definiciji), koja
zbog dvodimenzionalnosti kretanja lezi u istoj ravni, to znaci da se strujne linije i linije ¢ =const
poklapaju. Dakle, umesto da se strujne linije odreduju direktno iz definicije, u sluc¢aju 2d nestisljivog
kretanja moguce ih je odrediti i pomoc¢u strujne funkcije, sto je ¢esto jednostavnije.

Strujna funkcija moze da se izrazi i u polarnim (cilindri¢nim) koordinatama (r, ), definisanim
u ravni Oxyxe. Naime, polje brzine v u tom slucaju ima oblik:

U =w,(r,p)€r +v,(r, @)e,, (1.47)
i, kao sto je gore pokazano, vazi:
U = rot(yes) = rot(vée,) . (1.48)
Koristeci osobine nabla operatora poslednji izraz dalje mozemo da pisemo kao
rot(ye,) =V x (¢Yeé,) = Vi x €, = gradip x é,,

pa, pomocu izraza za gradijent u cilindricnim koordinatama:

o, 1oy, OY
grady = o €, + . @w% + 5 €., (1.49)

dobijamo
1oy o
Crdp’ YT T
Ukoliko je zadato polje brzine, strujnu funkciju ¢ (r, ¢) moguée je naéi resavanjem poslednjeg sistema
jednacina.

Iz dve tacke, A i B u ravni Ox;z5 povucimo jedini¢ne duzi u pravcu i smeru ose x3, ¢ime ¢emo
u ravni x3 = 1 dobiti redom tacke D i C. Zatim izmedu tacaka A i B povucimo proizvoljnu liniju
u ravni xz = 0 i istom takvom linijom, samo u ravni x3 = 1 spojimo tacke C'i D. Na taj nacin smo
definisali povrsinu S ogranicenu konturom ABCD (slika . [zracunajmo zapreminski protok F'
kroz tako definisanu povrsinu. Prema formuli (1.31]) zapreminski protok kroz S jednak je

F://gﬁ~d§://grot(¢€3)~d§,

gde smo brzinu izrazili pomocu strujne funkcije. Na poslednji integral mozemo da primenimo
Stoksovu teoremuﬂ, pa tako dalje dobijamo

F = e3) - dl
%ABCD(weg) 7

gde je dl element konture ABCD. Poslednji linijski integral mozemo da razlozimo na zbir linijskih
integrala po delovima konture ABC'D:

(1.50)

Uy

F—/B(¢€3)~df+ /Cwag).dﬂ /D(wgg).df+ /A(w€3)~df.

A B C D

SMatematicki podsetnik: Stoksova teorema
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X;

L
)

Slika 1.7: Linija C'D dobijena je translatornim pomeranjem linije AB u pravcu x3 ose za jediniénu
duzinu.

Duz linija AB i C'D (koje leze u ravnima ortogonalnim na osu z3) skalarni proizvod odgovarajuceg
elementa d/ i orta €3 jednak je nuli, tako da prvi i treéi sabirak u poslednjem izrazu otpadaju. S
druge strane, duz linija BC' i DA je dl = dasé; i (xq,x2) =const (s obzirom na nacin na koji su
ove duzi konstruisane), pa konacno dobijamo

c A
Fou(B) [ dnt o) [dn—uB)al o) ml —om) - o). 1)
Zmnaci, pomocu strujne funkcije se na jednostavan nacin izracunava protok kroz povrsine konstruisane
na ovakav nacin, kao razlika vrednosti strujne funkcije u krajnjoj i pocetnoj tacki linije nad kojom
se konstruise kontura koja ograni¢ava povrsinu.
Zapamtiti: Ukoliko je pri nekom stacionarnom dvodimenzionalnom kretanju sredina nestisljiva
(U = vy(x1,29)€] + va(x1,22)€s 1 dive = 0), jednacine trajektorije, strujne linije i linije zadate
jednacinom ) =const se poklapaju.

1.7 Osnovni primeri za polje brzine

1.7.1 Linijski izvor

Pod linijskim izvorom podrazumeva se strujanje fluida kod kojeg polje brzine u cilindri¢nim
koordinatama ima slede¢i oblik: o

i=—8, 1.52
= (1.52)

gde je C konstanta (slika [1.8). Kretanje zadato ovakvim poljem je oc¢igledno dvodimenzionalno, a
lako se, pomocu izraza za divergenciju u cilindricnim koordinatama:

divy =

10(rvy) n 10v,  Ov,

r Or r Op 0z (1.53)
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X,

LA

Slika 1.8: Linijski izvor.

proverava da je i nestisljivo, $to znaci da je moguce uvesti strujnu funkciju. Pomoc¢u jednacina

(1.50) dobijamo:
c 10y 0 o

rordp’ o or’
odakle prvo (iz druge jednacine) zaklju¢ujemo da 1) ne zavisi od r, a zatim iz prve dobijamo obi¢nu
diferencijalnu jednac¢inu:

GIANC
rde 1’
odnosno
dy
I =C = ¢ =Cp+const. (1.54)

Takode, ovo strujanje je i stacionarno, pa gustina ne zavisi ni od polozaja ni od vremena, tj.
p =const. To znaci da masa fluida koja prode kroz omotac cilindra ¢ija osa se poklapa sa z—osom
ne zavisi od poluprecnika osnove takvog cilindra, niti od toga na kojem delu z-ose se uoci takav
cilindar. Zato ima smisla uvesti tzv. jacinu linijskog izvora, koja se definiSe kao zapremina fluida
koja u jedinici vremena istece sa jediniéne duzine izvora (tj. z—ose). Oznac¢imo tu veli¢inu sa m
i izracunajmo je. Ocigledno, m ¢e biti jednako zapreminskom protoku F' kroz omotac cilindra
jedini¢ne visine, polupre¢nika osnove R, pa po formuli za zapreminski protok sledi:

. 2 1 C
m:/ 17-dS:/ / dz—Rdepdz = C27,
s o Jo R

gde smo iskoristili izraz za elementarnu povrsinu na cilindru: ds = Rdpdzeé,. 1z dobijenog izraza
mozemo da izrazimo konstantu C' kao m/2m, pa da polje brzine linijskog izvora kona¢no napisemo
u obliku:

v=—0=8,, (1.55)

kako je uobicajeno u fizici fluida.
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Slika 1.9: Linijski vrtlog (vorteks).

1.7.2 Linijski vrtlog (vorteks)

Linijskom vrtlogu odgovara polje brzine, koje u cilindricnim koordinatama ima oblik:

<l

=_—¢,, (1.56)

gde je I' konstanta (slika. Ovo polje je dvodimenzionalno, a lako se proverava da vazi i divt’ = 0,
tj. strujanje linijskog vrtloga je i nestisljivo, pa se moze uvesti strujna funkcija :

o=t T _ 9%

rdp’  2mr  Or’
Iz prve jednacine sledi da v zavisi samo od r, a iz druge

r r
w<7’> = — %dT = —% Inr -+ const .

Izjednacavanjem strujne funkcije sa konstantom dobijamo jednacinu strujne linije:
r = const, (1.57)

Sto je, zbog stacionarnosti ovog strujanja, istovremeno i jednacina trajektorije delica fluida. Deliéi
u ovom slucaju, dakle, kruze oko z—ose, u ravnima normalnim na tu osu. Brzina svakog deli¢a je pri
tome konstantna, utoliko veca ukoliko je deli¢ blize osi, a na jako malim rastojanjima neograniceno
velika. Na beskonacno velikim rastojanjima od ose brzine deli¢a teze nuli.

1.7.3 Tackasti izvor

Tackasti izvor predstavlja model za stacionarno nestisljivo strujanje fluida, pri kome deliéi fluida
iz fiskirane tacke prostora kontinuirano i sferno-simetri¢no izle¢u na sve strane (slika [1.10)). Polje
brzine u tom slucaju mora biti oblika

7= f(r)é, (1.58)
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Slika 1.10: Tackasti izvor.

gde je r rastojanje od te fiksirane tacke (izvora), a €, = 7/r ort pravca radijus-vektora 7. Ako na
ovakvo polje primenimo uslov nestisljivosti u sfernim koordinatama

10,, 1 0 1 Ov
v = —— —(sin @ — = 1.
dive r? 87’<T o) + rsinGé?H(Sln ve) + rsinf dyp 0, (1.59)
dobijamo jednacinu
10, ,
25, () =0,
iz koje sledi da je
C
f(r)= 2 (1.60)

Zapremina fluida F" koja u jedinici vremena izade iz izvora ne zavisi od vremena i jednaka je protoku
kroz sferu prizvoljnog polupre¢nika opisanu oko izvora, pa je uobicajeno da se konstanta C' izrazi
preko F. Prema formuli (1.31]) za zapreminski protok, F' je jednako

™ 27
F:/ﬁ-d§:c/ smede/ dy = Cdr,
S 0 0

gde smo iskoristili izraz dS = r2sin 0dfdypeé,. za elementarnu povrsinu na sferi poluprecnika r. Odatle
je C'= F/(4m), pa polje brzine u sluc¢aju tackastog izvora konacno mozemo da napisemo kao:

— F —
vV = mer. (161)

1.8 Tenzor brzine deformacije i vektor vrtloznosti

Neka je zadato polje brzine ¥(z1,xe,x3,t) = U(Z,t). Za dve infinitezimalno bliske tacke u
prostoru 7' i & + d7 vazi

U(F + A, t) — U(F ) = dii = Y ——da, (1.62)
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xZ

t t+At

AS

Slika 1.11: Kratka supstancijalna duz A¥ = Asée; u trenutku t i njena projekcija na ravan xjxs
u bliskom slede¢em trenutku ¢ + At (crveni vektori). Za kratko vreme At duz je promenila samo
svoju orijentaciju i duzinu.

odakle se vidi da su komponente vektora dv' linearne homogene funkcije komponenata vektora d,
tj. prethodnu relaciju mozemo da napisemo u slede¢em matricnom obliku:

8’01 6111 81}1
dvl gxl gIQ gxg dxl
— V2 V2 V2
dUQ = ox1 Omy Oz d.ﬁCQ . (163)
dvs Ouvz  Ovz  Oug dzs

Ox1 Oxre Oz

Ovo znadi da postoji linearni operator (ili tenzor) 7, koji je u sistemu Oxjxsx3 reprezentovan

matricom
Qv v Our

ox1 Oz oxs .
7| oo % . Ou; (1.64)
> Ox1 Oxo Oxz3 ) L or. '
dvs Qv Ov Ly

o0x1 0z Oxs

Tenzor 7 mozemo da napisemo u obliku zbira njegovog simetricnog S i antisimetricnog dela R kao:

- 5 1 [/ 0v; Ov; 1 /0v; Ov;

T=8S+R, Sij=- L+ 1, Rij = — L 1.65
Simetri¢ni tenzor S nazivamo tenzorom brzine deformacije. Da bismo videli kakav fizicki smisao
ima ovaj tenzor uocimo kratku supstancijalnu duz (tj. duz koja se sastoji od deli¢a kontinualne
sredine koju razmatramo) AZ, koja u trenutku ¢ ima pravac ose 7 i duzinu As (slika [1.11)). Za
kratko vreme At, ova duz se pomeri, pri cemu joj se duzina i orijentacija takode promene. Ako su As
i At dovoljno mali mozemo da pretpostavimo da su te promene male. Pocetna tacka uocene duzi se
u praveu xy za vreme At pomeri za vy (T, t)At, a krajnja za vy (T + AT, t)At = (v, (T, ) + %As)At,
tako da projekcija ove duzi na x; osu u trenutku t + At ima duzinu

0 0
AS = (As + <v1(f, £) + 8—U1As) At) — 0 (Z, DAL = As (1 + a—UlAt) . (1.66)

15 X
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t t+At
x, 1 A
— =
|
|
—_—— i — |/3
s, |
|
| 1
= |
——\‘i‘————}—————j)I ————— >
AS
| 1
ol
| X,
1
AS,

Slika 1.12: Dve kratke supstancijalne duzi u trenutku ¢ i njihova projekcija na ravan x;2, u trenutku
t+ At.

Odatle direktno sledi AS _ A 5
— S o U1 -
AtAs Oz S (1.67)

§to znadi da dijagonalni element Sp; tenzora brzine deformacije ima smisao relativne promene duzine
u jedinici vremena supstancijalnih duzi u pravcu ose z1. Sli¢nim postupkom bi se moglo pokazati da
i preostala dva dijagonalna elementa imaju smisao brzine relativne promene duzine u odgovarajuc¢em
praveu. Jo$ opstije, moze se pokazati da velicina 7 - S - 7, gde je 7 ort proizvoljnog pravca, ima
fizicki smisao brzine promene duzine infinitezimalnih supstancijalnih duzi u pravcu orta 7.

Vandijagonalni elementi tenzora brzine deformacije su u vezi sa promenama uglova. Da bismo
se u to uverili uo¢imo dve male supstancijalne duzi sa zajednickim pocetkom: AF! = As,é, i AZF? =
Asgéy, u trenutku t. Nakon kratkog vremenskog intervala At ove dve duzi promene pravac, tako da
projekcija prve duzi na ravan xjx, zaklapa mali ugao o sa osom x1, a projekcija druge mali ugao (8
sa osom T (slika [1.12)). Zajednitka tacka ovih duzi u praveu x; za vreme At prede put vo(Z, t)At, a
drugi kraj duzi AZ' = As€) se u pravcu xo pomeri za vo(T + Asyer, t) At = (vo(Z, 1) + g—;’jAsl)At.
Ugao « je onda jednak

(’Ug(f, t) —+ g—;?Asl)At — Ug(.f, t)At N 81;2

a2 tga = ~ At. (1.68)
Asy (1 + g—;ﬁAt) O
Sli¢no, ugao  je jednak
81}1
~ —At 1.69
ﬁ ax2 ) ( )

pa je vandijagonalni element S5 jednak

. 1 31}2 81}1 . o+ B
12 =3 <(‘3m1 i axQ) ~ oAt (1.70)
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X, 0

(/2-0-B)/2
AS,

AS,

=

AS,

Slika 1.13: Projekcija (na ravan x;xs) simetrale ugla koji zaklapaju dve male supstancijalne duzi
za kratko vreme At zaokrene se za mali ugao A©.

Drugim rec¢ima, vandijagonalni element S15 ima smisao polovine promene ugla izmedu supstanci-
jalnih duzi koje imaju pravac osa z; i o, u jedinici vremena. Slicno se pokazuje da je velicina
7i-S - jednaka polovini brzine promene ugla izmedu infinitezimalnih supstancijalnih duzi u praveu
medusobno ortogonalnih ortova 7 i m.

Vektor vrtloznosti & definise se kao

1
BES §rot17, (1.71)

odakle sledi da je antisimetri¢ni tenzor R reprezentovan matricom

~ 0 —Wws 5)
R = w3 0 —Ww1 s (172)
—Wo w1 0
pa se lako pokazuje da je 3
RAX = & x d7. (1.73)

Ako ponovo uo¢imo male supstancijalne duzi AZ' = As;& i AT? = Asyés, u trenutku ¢ i simetralu
ugla izmedu ovih duzi, a zatim simetralu ugla koji projekcije ovih duzi zaklapaju u trenutku t 4+ At,
sa slike se vidi da je ugao A6 za koji se simetrala zaokrene za vreme At jednak

1 87)2 81}1
Ab=———— ) At =w3A 1.74
¢ 2(8x1 ax2> b= wsdt, (1.74)
pa je
A6l
= W3, (175)

At
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tj. komponenta ws vektora vrtloznosti ima smisao ugaone brzine rotacije simetrale ugla izmedu
supstancijalnih duzi koje se kreéu u ravni Ox 4. Sliéno se moze pokazati i za preostale komponente
vektora vrtloznosti &, Sto znaci da se deo promene brzine dv koji odgovara antisimetricnom
delu tenzora 7 moze interpretirati kao brzina pri rotaciji ugaonom brzinom jednakom vektoru
vrtloznosti . Konacno, iz relacije

O(Z 4 dZ,t) = U(Z, 1) + & x AT + S (1.76)

mozemo da zaklju¢imo da je kretanje infinitezimalnih delova unutar kontinualne sredine moze opisati
kao kombinacija translatornog, rotacionog i deformacionog kretanja, kojima redom odgovaraju
brzine (Z,t), @ x dZ i SdZ u prethodnom izrazu.

Primer 1.8.1. Polju brzine iz Primera odgovaraju matrice

0 a 0 . 000
T=| —a 00|, S=-(T+TH=(000 |,
0 00 2 00 0
1 0 a O
R:§(T—TT): —a 0 0 |,
0 00

tj. tenzor 7 je antisimetrican i jednak tenzoru vrtloznosti R, a tenzor brzine deformacije je nulti
tenzor S = 0. Ovo je u skladu sa ve¢ donetim zakljuckom da ovakvo polje brzine opisuje kretanje
pri kome deliéi rotiraju oko x3 ose ugaonom brzinom a, pa se prilikom ovakvog kretanja sredina ne
deformise.

Primer 1.8.2. Polje brzine oblika v = kxs€; opisuje kretanje pri kome se deli¢i kre¢u po pravim
linijama paralelnim osi x;. Tenzorima brzine deformacije i vrtloznosti u ovom slucaju odgovaraju
matrice

10 1 0 10
00], R==-k| -100 ],

000 2\ 0 00
Sto znaci da se infinitezimalne supstancijalne duzi koje imaju pravac koordinatnih osa ne deformisu,
ali se uglovi izmedu dve takve duzi, jedne u pravcu ose x1, a druge u pravcu ose x5 menjaju. Drugim
reCima, pri ovakvom kretanju dolazi do deformacija iskosenja, tj. do promene oblika malih delova
ovakve sredine koje se u toku kretanja sastoje od istih ¢estica (supstancijalne zapremine), ali ne i
do promene ukupne zapremine takvih delova. Zaista, sredina je pri ovakvom kretanju nestisljiva,
posto je divii = TrS = 0. Cinjenica da su tenzor i vektor vrtloznosti razliciti od nule moze se
na prvi pogled uciniti ¢udnom, s obzirom na to da se deli¢i kre¢u pravolinijski. Medutim, ovde
nikakvog apsurda nema, posto & # 0 ukazuje samo na ¢injenicu da postoje mali supstancijalni
delovi sredine koji rotiraju. U ovom slu¢aju to su, recimo, supstancijalne duzi koje su u nekom
trenutku postavljene u pravcu ose xs.

1.9 Strujne i vrtlozne cevi. Jacina vrtloga. Cirkulacija
brzine.

Uocimo zatvorenu konturu u prostoru. Ako kroz svaku njenu tacku povucemo strujnu liniju,
objekat koji dobijamo nazivamo strujna cev. Strujne cevi imaju osobinu neprobojnosti, tj. deli¢i
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fluida ne mogu da prolaze kroz nju. Naime, deli¢ koji se nade na povrsini strujne cevi ima brzinu
koja je tangentna na cev (posto se cev po definiciji sastoji od strujnih linija), pa nema komponentu
brzine normalnu na cev, tj. ne moze da prode kroz zid cevi.

Analogno strujnim cevima mogu se konstruisati i tzv. vrtlozne cevi, ako se prethodno definisu
vrtlozne linije kao linije koje imaju osobinu da je u svakoj njihovoj tacki vektor vrtloznosti &
tangentan na njih. Vrtloznu cev onda dobijamo tako sto kroz svaku tacku neke zatvorene konture u
prostoru provu¢emo odgovarajuéu vrtloznu liniju. Same vrtlozne linije nalaze se analogno strujnim
linjjama. Ako sa dr ozna¢imo element vrtlozne linije, onda vazi jednac¢ina dr’ x & = 0, Cijim
resavanjem dobijamo jednacine vrtloznih linija.

Posto se vektor vrtloznosti definise kao

— — t—»
W 2ro U,
nalazenjem njegove divergencije dobijamo:
1
dich:V-cU:§V~(V><17):O. (1.77)

Znaci, direktno iz definicije sledi da je uvek zadovoljen uslov divid = 0, tj. polje vrtloznosti je po
definiciji solenoidalno. Ako uo¢imo proizvoljnu zatvorenu povrsinu S i izracunamo fluks vektora &

kroz tu povrsinu dobijamo:
%w-dgz/ divagdV =0,
S v

gde smo iskoristili teoremu Gausa-Ostrogradskog. Ako vrtlozne linije crtamo tako da broj linija
koji prode kroz jedini¢nu povrsinu bude proporcionalan intenzitetu vrtloznosti u tacki kroz koju
smo povukli elementarnu povrsinu, onda dalje sledi da broj vrtloznih linija koje udu u bilo koju
zapreminu, mora biti jednak broju linija koje izadu iz te zapremine (uociti analogiju sa magnetnim
poljem B , koje je takode uvek solenoidalno).

Osobina solenoidalnosti polja vrtloznosti omogucava uvodenje pojma jacine vrtloga. Naime,
uoc¢imo neku vrtloznu cev i ,,odsecimo” jedan njen deo, tj. uoc¢imo zapreminu V unutar neke
kona¢ne duzine vrtlozne cevi (slika . Time smo izdvojili jedan ,,cilindar” na vrtloznoj cevi.
Fluks vrtloznosti kroz ukupnu povrsinu koja ogranicava zapreminu V' mora biti jednak nuli. S
druge strane, taj fluks mozemo racunati nezavisno kao zbir flukseva kroz osnove S; i Sy i omotac

S, cilindra, pa je
oz]{@.dﬁz/ 5-d§+/ ﬁ-d§+/ @-ds. (1.78)
S S1 S2 o

Integral po omota¢u mora biti jednak nuli, posto je & tangentan na vrtlozne linije koje ga ¢ine, pa
je @-dS = 0. Iz prethodne relacije onda sledi:

/@.dﬁ_—/ @-ds, (1.79)
Sl S2

pri ¢emu su normale na povrsine osnova orijentisane u suprotnim pravcima, kao spoljasnje normale
u odnosu na zapreminu V. Ako sada na jednoj od osnova promenimo smer normale, tako da obe
normale imaju isti smer (u odnosu na neki izabrani smer vrtloznih linija) i ako iskoristimo ¢injenicu
da ovo izvodenje vazi za bilo koje poprecne preseke vrtlozne cevi, mozemo da zaklju¢imo da je

/ @ -dS = const, (1.80)
s
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Slika 1.14: Vrtlozna cev.

duz vrtlozne cevi. Veli¢inu |, g W+ dS nazivamo jacinom vrtloga i ona je oc¢igledno karakteristika
vrtloZzne cevi.

Jacina vrtloga moze se povezati sa cirkulacijom brzine I', koju definiSemo kao linijski integral
brzine v po zatvorenoj konturi C":

r— 7{ 7. dF, (1.81)
C

gde smo sa dr” oznacili element uocene konture. Ako primenimo Stoksovu teoremu, linijski integral
u izrazu za cirkulaciju mozemo da pretvorimo u povrsinski na slede¢i nacin:

F:fﬁd??:/row-dz?, (1.82)
C S

gde je S povrsina ograni¢ena konturom C'. Ako dalje iskoristimo definiciju vektora vrtloznosti sledi:

F:2/@.d§. (1.83)
S

Zmnaci, cirkulacija brzine po zatvorenoj konturi, jednaka je dvostrukoj vrednosti fluksa vrtloznosti
kroz povrsinu obuhvaé¢enu konturom. Ako sada konturu izaberemo da lezi na vrtloznoj cevi tako
da je obuhvata (tj. ogranicava poprecni presek cevi), zakljuéujemo da je i cirkulacija brzine duz
vrtlozne cevi konstantna.

U slucaju kada je proticanje fluida takvo da se njegova gustina p ne menja ni u toku vremena
ni u prostoru, tj. kada je p =const, sigurno je zadovoljen uslov nestisljivosti dive’ = 0, tj. i polje
brzine je nestisljivo. Jasno je da tada mozemo ponoviti slicnu pricu, tj. ako odsecemo jedan deo
strujne cevi i potrazimo fluks brzine kroz ukupnu povrsinu koja ga ogranicava, na isti nacin kako
smo to uradili za vrtloznu cev, dosli bismo do zakljucka da je [ g U dS =const duz strujne cevi. Ako
je cev dovoljno tanka, tako da mozemo da smatramo da se brzina unutar jednog preseka ne menja,
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onda sledi da se Sv, tj. proizvod povrsine poprecnog preseka cevi S i komponente brzine normalne
na presek v, ne menja duz strujne ceviﬁ.

Primer 1.9.1. Izracunajmo vektor vrtloznosti za linijski vrtlog:

=€, o €z =€, €y =€,
q—lot T \_Lie 4 7o |_1|7a & 7o =0
i 2r 27TT6§0 _ 2 T Op z - D) or (212 0z - v
Up TU, U, 0 I'/2r 0

Iako u ovom slucaju deli¢i kruze oko z ose, vektor vrtloznosti je jednak nuli u svim tackama u kojima
je polje brzine definisano (r > 0), §to znaéi da na lokalnom nivou mali supstancijalni delovi sredine
ne rotiraju. Ako izracunamo cirkulaciju brzine oko proizvoljne zatvorene krive koja jedanput obilazi
z osu, dobijamo

2 r
j{ 7-dl = —e¢ (dré, + rdeé, + dze,) = / —dyp =T,
0

¢ 2mr 27
odakle vidimo da oznaka I" nije slu¢ajno upotrebljena pri definisanju polja linijskog vrtloga. Rezultat
koji smo dobili nije u suprotnosti sa ¢injenicom da je & = 0, $to bi moglo da se pomisli ako bismo
primenili Stoksovu teoremu. Naime, poSto polje brzine, pa onda ni vektor vrtloznosti, nisu definisani
za r = 0, tj. za tacku unutar konture C', ovde Stoksova teorema ne moze da se primeni.

ZADACI

6U elementarnim udzbenicima iz fizike fluida upravo ova jedna¢ina, Sv = const, naziva se jedna¢inom kontinuiteta.
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Glava 2

Sile u fizici neprekidnih sredina

2.1 Zapreminske i povrsSinske sile

U fizici kontinuuma sile se dele na zapreminske i povrsinske. Pod zapreminskim silama
podrazumevaju se sile koje na sve deli¢e unutar kontinualne sredine deluju na isti nacin. Za takve
sile kao osnovna kvantitativna karakteristika uvodi se masena gustina sile f na sledeci nacin:
ako je ukupna zapreminska sila koja deluje na infinitezimalno malu zapreminu mase Am unutar
posmatrane sredine jednaka AF , onda je f po definiciji jednako

AF

f:AI}nIEOm- (2.1)

Primer za zapreminsku silu je sila gravitacije, a odgovarajuc¢a masena gustina je

f - 57
gde je ¢ gravitaciono ubrzanje.

Povrsinske sile su sile koje se javljaju usled interakcije izmedu cestica unutar kontinualne
sredine. Ispostavlja se da se delovanje tih sila ispoljava na grani¢nim povrsinama izmedu pojedinih
delova kontinualne sredine, a osnovna velicina kojom se ovakve sile opisuju je vektor napona.
Uoc¢imo u nekom trenutku tacku A u kontinualnoj sredini i neku malu povrsinu AS unutar koje se
ta tacka nalazi (slika[2.1). Povrsinu AS mozemo da shvatimo kao deo neke veée zatvorene povrsine
S. Deli¢i unutar zapremine obuhvacene povrsinom S, koji se nalaze dublje u njoj, zbog gustog
,,pakovanja” deli¢a i brzog opadanja sile interakcije izmedu molekula sa rastojanjem, prakti¢no ne
,,osecaju” silu koja potice od supstance koja se nalazi van S. To je razlog sto se ta sila ispoljava
samo na grani¢noj povrsini. Oznacimo sa A Fpovr ukupnu povrsinsku silu koja deluje na deli¢e koji
se nalaze na AS. Vektor napona P;;(A) koji deluje u tacki A se onda definise kao

. . Aﬁpovr
Pi(A) = lim ~—to—,

A=const

(2.2)

gde smo sa 77 oznacili ort normale na AS (koji je istovremeno i spoljasnji ort normale na zamisljenu
zatvorenu povrsinu S). Dakle, prilikom trazenja gornje grani¢ne vrednosti orijentacija povrsine
AS (tj. 7) se ne menja. Ovaj zahtev je u skladu sa eksperimentalno utvrdenom ¢injenicom da

33
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Slika 2.1: Zamisljeni deo unutar kontinualne sredine, obuhvacen povrsinom S. Sila kojom preostali
deo sredine deluje na uoceni ispoljava se samo duz grani¢ne povrsine S.

povrsinska sila koja deluje na neku malu povrsinu oko fiksirane tacke zavisi od toga kako je ta
povrsina postavljena, tj. moze da se menja sa orijentacijom povrsine. Jasno je da vektor napona
ima dimenzije pritiska, a sam pritisak onda predstavlja intenzitet normalne komponente vektora
napona. Znaci, u opstem slucaju u kontinualnoj sredini i ta normalna komponenta vektora napona,
tj. pritisak, u jednoj te istoj tacki moze da se menja sa orijentacijom povrsine.

Vektor napona je, dakle, funkcija kako polozaja, tako i orijentacije povrsine postavljene kroz
uocenu tacku. Ispostavlja se da je veza izmedu vektora napona i orta normale na povrsinu tenzorskog
tipa. Da bismo se u to uverili pokaza¢emo prvo da je u svakoj tacki kontinualne sredine zadovoljena
sledeca relacija:

Pi(A) = —P_5(A). (2.3)

Uocimo tacku A u kontinualnoj sredini i opisimo oko nje malu zapreminu AV'. Neka je AS povrsina
koja sadrzi tacku A i deli zapreminu AV na dva dela, 111I, kao naslici[2.2] Zbog prirode povrsinskih
sila, mozemo reé¢i da je sila AFy ;; kojom deo I deluje na deo II priblizno jednaka

AFy = P;(A)AS. (2.4)

S druge strane, po definiciji vektora napona je

- _ AF
P s(A) = lim A;{J : (2.5)
_#a=const

Ako sada iskoristimo III Njutnov zakon, zakon akcije i reakcije, mozemo da napisemo da je AF, 1=
—AFy 11, pa zamenom u prethodnu jednacinu dobijamo dalje

= . Aﬁ[,n =
Pa(d)=— lm ——o==—Fi(4), (2.6)
A=const

Sto je i trebalo dokazati.
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AF L
AS I
n
A
17
-n
AF 11

Slika 2.2: Za sile kojima delovi I i I medusobno interaguju mora da vazi Njutnov zakon akcije-
reakcije.

2.2 'Tenzor napona

Uoc¢imo malu supstancijalnu zapreminu AV, u obliku piramide, kao na slici Neka je masa
sadrzana unutar ove zapremine jednaka Am. Posto se radi o maloj zapremini, mozemo da smatramo
da se gustina p unutar nje ne menja bitno, tako da je

Am = pAV = épAaAbAc. (2.7)

Ako je ubrzanje ovog tela u trenutku u kome smo ga uoéili jednako @, onda prema drugom Njutnovom

zakonu vazi: . .
Amad = AF?%P" + AFP (2.8)

gde je . .
AF*P" = Amf

ukupna zapreminska sila koja deluje na telo, a ukupnu povrsinsku silu AFpovr koja deluje na telo
mozemo da napisemo u obliku zbira povrsinskih sila koje deluju na granié¢ne povrsine tela kao:

Aﬁpow = AﬁAPR + AﬁAQR + AﬁAQP + AF;QPR'

Povrsinske sile koje deluju na strane piramide paralelne koordinatnim ravnima mogu da se izraze
preko odgovarajuc¢ih vektora napona na sledeéi nacin:

AFagr = =Pz (A)AbAC,

N —
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X;

Slika 2.3: Mala supstancijalna zapremina u obliku piramide unutar neprekidne sredine.
AFAPR = §P_52(A)ACLAC, AFAPQ = EP_53(A)ACLA[),

gde smo opet zbog cinjenice da su povrSine strana male pretpostavili da se unutar jedne strane
vektor napona ne menja bitno, pa moze da se racuna u bilo kojoj tacki, npr. A. Povrsinska sila
koja deluje na preostalu stranu piramide jednaka je

AFpgr = Ps(M)ASpgr,

gde je 7i ort normale na tu povrsinu, a M neka tacka u njoj (opet proizvoljno izabrana). Ako ort 7
izrazimo preko njegovih Dekartovih komponenata kao 7 = ny€; + noés + nzes i primetimo da svaki
od trouglova APR, AQR i AQP predstavlja projekciju trougla PQ R na odgovaraju¢u koordinatnu
ravan, onda mozemo da napisemo sledece relacije

1
§AaAb = (ASPQRﬁ) . 53 — n3ASPQR7

1 1
§AbAc = An1Spor, §AaAc = 2 ASpor -
Tada svaku od povrsinskih sila mozemo da izrazimo preko povrsine ASpgr kao:
AFagr = P_s(A)nASpgr,

AFapr = P& (A)neASpor, AFapg = P_g(A)n3ASpor
a ukupnu povrsinsku silu koja deluje na telo kao:
Aﬁpow = (ﬁ_gl (A)Tbl + ﬁ_€2 (A)HQ + ﬁ_€3 (A)n3 + ﬁﬁ(M))ASpQR .

Zamenom izraza dobijenih za ukupnu zapreminsku ((2.2]) i ukupnu povrsinsku (2.2)) silu koje deluju
na uoc¢eno malo telo u osnovnu jedna¢inu dinamike (2.8) dobijamo

Amid = Amf + (P_g (A)ny + P_g,(A)ny + P_g,(A)ns + Py(M))ASpor
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odnosno

= Py (A)ny + Py (A)ng + Py, (A)ns + Bi(M).

pld — f>ASpQR

Pustimo sada da uoceno telo postaje sve manje, tako Sto napravimo grani¢ni proces u kome se
trougao PQR sve viSe priblizava tacki A, ali tako da sve vreme ostaje paralelan sam sebi, tj. 7
ostaje konstantan. Pri tome ¢e A§PVQR postajati sve manje, a u limesu tezi nuli. To znaci da leva
strana poslednje jednacine tezi nuli, pa onda to mora da vazi i za desnu stranu. Drugim rec¢ima,

dobijamo

0=P z(A)n, + P g (A)ns + P_g(A)ns + P(A),

gde smo iskoristili i ¢injenicu da u ovom granicnom procesu tacka M prelazi u tacku A. Ako sada
primenimo i prethodno pokazanu osobinu (2.3 direktno sledi relacija

ﬁﬁ = ﬁglnl +ﬁ€2n2+ﬁ53n3, (29)

¢ijim projektovanjem na koordinatne ose dobijamo

(P;:ﬁ)l (Pzéi)l (PZ?Q)l (1[:):53>1 ni
(Pa)e | = | (Pa)2 (Pa)2 (FPe)2 ny |
(Fr)s (Pa)s (Pa)s (Pa)s n3

gde smo sa (P ); oznadili j-tu Dekartovu komponentu vektora napona Pﬂ Drugim rec¢ima, izmedu

komponenata vektora napona P i komponenata orta 7 postoji linearna homogena veza, tj. ova dva
vektora su povezana tzv. tenzorom napona P kao

P = Pii. (2.10)

Normalna komponenta vektora napona koji deluje u nekoj tacki na elementarnu povrsinu ¢iji je
ort normale 7 jednaka je 7 - Pi=1- Pii, odakle je jasno da dijagonalni elementi tenzora napona
imaju smisao normalnih komponenata napona. Slicno, vandijagonalni elementi tenzora napona
imaju smisao odgovaraju¢ih tangencijalnih komponenata vektora napona.

Moze se pokazati da je za najveéi broj kontinualnih sredina tenzor napona simetric¢an, tj. Pt=7p
ili P;; = Pj;. U daljem tekstu cemo uvek pretpostavljati da to vazi.

2.3 Statika fluida

U opstem slucaju, tenzor napona nije unapred zadata veli¢ina, ve¢ se za konkretnu sredinu nje-
govi elementi povezuju sa drugim karakteristi¢nim velicinama kojima se opisuje kretanje te sredine,
recimo sa pritiskom, elementima tenzora brzine deformacije i sli¢cno (vrsi se tzv. modeliranje sre-
dine). Na primer, poznato je da u fluidima koji miruju postoje samo normalni naponi (fluidi se ne
opiru tangencijalnim naponima, tj. krecu se sve dok tangencijalni naponi ne postanu jednaki nuli).
Drugim rec¢ima, matrica koja odgovara tenzoru napona ima oblik:

Pii O 0
P=|0 Pn 0. (2.11)
0 0 Psg
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Vektor napona koji u nekoj tacki deluje na elementarnu povrsinu ¢iji je ort 7 = nq€] + nqéy + nsés
u tom slucaju je jednak
Pﬁ =Pn= 7)1171151 + 7)2271252 + ngngég s

ali takode i izrazu
Pr= (it Py) it = (7 Pr) méi + (- Pe) mada + (7 ) mas
pa izjednacavanjem tih izraza zakljucujemo da je
Pi1 =Py = P33 = (ﬁﬁ;b) )
Ispostavlja se, dakle, da ne samo Sto tenzor napona ima samo dijagonalne elemente, ve¢ su oni

i medusobno jednaki i upravo imaju smisao negativne vrednosti hidrostatickog pritiska p, tj. za
fluide koji miruju tenzor napona ima oblik

(2.12)

O = O
_ O O

1
P = —p($17$2,9€3) 0
0

Drugim re¢ima, pritisak (kao normalna komponenta napona) u proizvoljnoj tacki fluida koji miruje
ne zavisi od orijentacije povrsine na koju deluje - ovaj stav poznat je i kao Paskalov zakon.

Sila potiska

Ukupna povrsinska sila Fpovr koja deluje na proizvoljnu supstancijalnu zapreminu V' unutar
fluida koji miruje (sila potiska) moze se izracunati na sledeé¢i na¢in. Prema definiciji vektora napona,
ta sila je jednaka

Fvovr _ ]§ P.ds = ]{(_p)ﬁds — —j[pdg, (2.13)
S S S

gde je S grani¢na povrsina zapremine V', a dS = 7dS. Neka je [ = fspdg. Ovaj integral moze da
se izracuna na slede¢i nacin. Ako pomnozimo I skalarno sa konstantnim, ali proizvoljnim vektorom
a dobijamo relaciju

—

6-f:j{(pcf)-d5,
s
u kojoj novodobijeni povrsinski integral moze da se transformise pomocu teoreme Gausa-Ostrogradskog,
pa je
a-I= / div(pa)dV = a- / gradpdV .
v %

U poslednjem koraku iskori$éena je relacija div(pad) = (gradp) - d. Jasno je da odavde sledi

a- f—/gradpdV =0.
1%
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Posto je vektor a@ proizvoljan, konacno moze da se zakljuci da je

f:%pdgz/gradpdV.
S
7

Prilikom izvodenja ove relacije nigde nisu koris¢ene nikakve specijalne osobine pritiska p, Sto znaci
da ista relacija vazi za bilo koju skalarnu funkciju, tj. na ovaj nacin smo izveli jedan specijalan
slucaj (posledicu) teoreme Gausa-Ostrogradskog. Ako se sada vratimo u izraz (2.13]) za silu potiska
konac¢no dobijamo izraz

Frovr — —/gradpdV. (2.14)

\%4

Jednacina ravnoteze

Uocimo sada neku malu supstancijalnu zapreminu AV u fluidu koji miruje. Ako je AV dovoljno
malo, mozemo da pretpostavimo da se gustina p unutar te zapremine malo menja, pa je masa ovog
malog tela jednaka Am = pAV. Posto fluid miruje, svi njegovi delovi se nalaze u ravnotezi, pa je
ukupna sila koja deluje na svaki takav deo jednaka nuli. Ukupna sila koja deluje na uo¢eno malo
telo jednaka je zbiru zapreminskih i povrsinskih sila koje deluju na njega, pa je

0= Amf— /gradpdV
AV

gde je f masena gustina zapreminskih sila. Takode, posto je AV mala zapremina, mozemo da
smatramo da se ni gradijent pritiska unutar nje bitno ne menja, pa je

/ gradpdV = gradp AV .

AV

Iz svega ovoga direktno sledi jednacina

pf = gradp, (2.15)

koja u hidrostatickom slucaju uvek mora da bude zadovoljena.

Fluid koji miruje u homogenom gravitacionom polju

Pomocu jednacine (2.15) lako mozemo da nademo kako se pritisak menja u homogenom grav-
itacionom polju § = —ge3. U tom slucaju je f = g, pa projektovanjem jednacine na ose Dekartovog
koordinatnog sistema dobijamo sledec¢e skalarne jednacine
Op 0 Op dp

0:— = —_— - = —,
oxy’ Oxy ' g 0xs

Iz prve dve dobijene jednacine sledi da pritisak zavisi samo od koordinate 3, pa onda iz trece sledi:

p(x3) = p(0) — /Omg pg dzs,
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gde je p(0) vrednost pritiska na nivou x3 = 0. Znagdi, pritisak se sa povecavanjem visine smanjuje za
tezinu stuba fluida jedini¢nog poprecnog preseka, Sto je fizicki smisao integrala dobijenog u izrazu
za pritisak. Naravno, ako mozemo da smatramo da se gustina ne menja, onda se za hidrostaticki
pritisak dobija jednostavna formula:

p(x3) =p(0) — pgzs.

Primer 2.3.1. Tecnost gustine p nalazi se u rezervoaru, ¢iji je poprecni presek prikazan na slici.
Naéi ukupnu silu pritiska na zakrivljeni deo zida rezervoara, Sirine L (duz z-ose).

Na uoceni deo zida deluje tecnost sa unutrasnje strane i atmosfera sa spoljasnje strane rezervoara.
Neka je atmosferski pritisak jednak py. Pritisak u tecnosti jednak je p(y) = const — pgy, gde
konstantu odredujemo iz uslova da je na povrsini tecnosti y = H pritisak jednak atmosferskom:

p(H) = const — pgH = po = const = po + pgH = p(y) = po + pg(H — y) .
Sila kojom tec¢nost deluje na zid jednaka je

ﬁt:—/pdgz—/(poerg(H—y))ﬁdS,
S S

a sila kojom atmosfera spolja deluje je
Fo= —/po(—ﬁ)dS,
S

tako da je ukupna povrsinska sila koja deluje na zid:

ﬁ:ﬁt+ﬁ“:—/pg(H—y)ﬁdS.
S

Element povrsine jednak je

dS = dzdl = dzv/(dz)? + (dy)? = dzdz/1 + (v/)? = dzdaV1 + 4a?a?

a ort normale ) .
. grad(y —ax®) €, — 2axe,

lgrad(y — ax?)| /1 + 4a222’
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pa je

z+L V H/a

/ / dzpg(H — az?)(€, — 2aré,)

z 0

\/ H/a
= —pgL / dz(H — az®)(€, — 2ax¢é,) .
0

Sl
Il

Projekcija ove sile na x-osu jednaka je

a na osu y:

2 H
F, = —pgL / do(H — az?) = —nggH\/— :
a

0

Pomoc¢u jednacine 1 izraza za povrSinsku silu mozemo da izvedemo Arhimedov
zakon. Naime, ako zamislimo ¢vrsto telo zapremine V' i povrsine S, koje je potopljeno (lebdi) u
fluidu koji miruje, i ako pretpostavimo da to telo ne menja gravitaciono polje, pa time ni polje
pritiska u fluidu ($to je prihvatljivo ako telo nije ogromno), onda je sila potiska kojom fluid deluje
na telo ista kao i povrsinska sila koja bi delovala na povrsinu S da se u njoj nalazi fluid, tj.

Fpotiska — _ / gradpdV .

\%4

Posto zbog ravnoteze vazi
pg = gradp

zamenom u izraz za silu potiska dobijamo
ﬁpotiska - _ /pg*dv
1%

Kako je pgdV = gdm tezina fluida koji bi se nalazio u zapremini dV' da nema ¢vrstog tela, integral
dobijen u izrazu za silu potiska ima smisao tezine fluida koji bi se nalazio u zapremini V' da tu nema
tela. Drugim recima, pokazali smo da je intenzitet sile potiska kojom fluid deluje na telo koje lebdi
u njemu jednak teZini telom istisnute tecnosti, a smer suprotan smeru gravitacione sile, Sto zaista
i tvrdi Arhimedov zakon.
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lg e
~_ |

Slika 2.4: Fluid, zajedno sa ¢asom u kojoj se nalazi, rotira oko vetikalne ose konstantnom ugaonom
brzinom w.

Fluid koji se krec¢e kao kruto telo

U fluidu koji se krece kao kruto telo, deli¢i se ne pomeraju jedan u odnosu na drugi, pa takode
vazi da nema tangencijalnih napona, tj. tenzor napona ima oblik P = —pZ, gde je Z jediniéni tenzor.
Povrsinska sila se onda ra¢una na isti nacin kao i u slucaju fluida koji miruje. S druge strane, ako
uoc¢imo malu supstancijalnu zapreminu unutar ovakvog fluida, onda drugi Njutnov zakon primenjen
na takvo telo ima oblik:

Amd = Amf + AFP"

gde je @ ubrzanje tela. Lako se onda pokazuje da odatle sledi jednacina

pi = pf — gradp . (2.16)

Primer 2.3.2. Razmotrimo kretanje te¢nosti u cilindri¢noj posudi (¢asi), koja u homogenom grav-
itacionom polju rotira oko svoje ose, postavljene vertikalno, kao na slici 2.4 Pretpostavljamo da
je gustina p tecnosti konstantna, a da ona, zajedno sa posudom, rotira kao kruto telo, konstant-
nom ugaonom brzinom w. Posto se svaki deli¢ fluida kreée po kruznici normalnoj na osu, ako je
polupreénik kruznice r, onda je intenzitet brzine delica v = wr, a ubrzanje je usmereno prema
centru kruznice (koji se nalazi na osi rotacije). To je tzv. centripetalno ubrzanje i jednako je w?r.
U cilindriénim koordinatama, gde je osa Case izabrana za z-osu, ubrzanje kao vektor moze da se
napise u obliku @ = —w?re,, a, posto je f = —g¢e,, projektovanjem jednacine na pravce cilindri¢nih
ortova dobijaju se sledece skalarne jednacine:

2 dp
—pwIT = T
15])
0 = ——,
r dp
Jp
0 = P95

Iz druge od ovih jednacina sledi da pritisak ne zavisi od ugla ¢, Sto se iz simetrije i ocekuje. Iz
trece jednacine se zakljucuje da je p(r,z) = —pgz + F(r), gde je F(r) neka funkcija od 7, koja se
odreduje zamenom dobijenog izraza za p u prvu jednac¢inu. Na taj nacin se dobija jednacina

2, — 4F
)O(UT— )

dr
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odakle je F(r) = %w2r2 + C, gde je C integraciona konstanta, tako da je konacno pritisak unutar
tecnosti jednak
1
p(r,z) = Sw'r’ = —pgz+C.

Na grani¢noj povrsini izmedu tecnosti i vazduha pritisak ne sme da se promeni prilikom prelaska
iz jedne u drugu sredinu (jer bi u tom slu¢aju postojala sila koja bi dovodila do promene oblika
grani¢ne povrsine, $to nije dozvoljeno posto smo pretpostavili da se tecnost kreée kao kruto telo).
To znadi da je p(r, z = 2¢(r)) = po, gde smo sa z = zg(r) oznacili jednacinu graniéne povrsine, a sa
po atmosferski pritisak. Odatle je

Po = -....

2.4 Osnovni dinamicki zakon za kontinuum

Ako uoc¢imo malu supstancijalnu zapreminu unutar proizvoljne kontinualne sredine, onda os-
novna jednacina dinamike za takvo telo ima oblik

Amd@ = Amf + AFP" (2.17)

gde je Am masa unutar uocene zapremine AV, @ ubrzanje tela, a f srednja gustina zapreminske sile

koja deluje na telo. Ako je AS ukupna povrsina koja ograni¢ava uoceno telo, ukupna povrsinska
sila AFP'" koja deluje na telo jednaka je

AFPoUr — ]f P.dS = 7{73 7dS = 7{73 s
3 —_  ~
- ]4 P ( dS)é) = f > (@ -dS)Pe,

As =1

= %Z €; - dS GJ i = Z‘%%Z ]Dgzez :

AS = 1 J=1 AS = 1

3
_ Zgj/div (Z}Djé) dv

=1 Ry i=1
= /Ze]dlv e;)dV (2.18)

N

gde smo iskoristili oznaku za divergenciju tenzora, koja se u opstem sluc¢aju za proizvoljni tenzor A
u trodimenzionalnom prostoru definise kao

3
divAd = VA=Y ediv(Ae). (2.19)
=1

Zbog simetri¢nosti tenzora napona dalje imamo

AFPoUr — / divPfdv = / divPdV, (2.20)

AV AV
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odakle je . 3
AFP" = AV (divP) (2.21)

gde smo sa (divP) oznadili srednju vrednost divergencije tenzora napona u uoc¢enoj supstancijalnoj
zapremini. Vra¢anjem ovog izraza u jednacinu (2.17)), njenim deljenjem sa Am, kona¢no u limesu
AV — 0 dobijamo osnovni dinamicki zakon za kontinualnu sredinu:

L1
a=f+ ;VP. (2.22)
Posto je
dv 0v
~_dv_0U oy 2.2
Q=2 = 7 + (- V)U, (2.23)
eksplicitnije ova jednacina ima oblik
ov S 1 -
— v-V)U = - . 2.24
at+(v V) f+pV77 (2.24)

To je vektorska parcijalna diferencijalna jednacina u kojoj su nezavisne promenljive prostorne koor-
dinate i vreme, a nepoznata funkcija brzina. U opstem slucaju, medutim, ni gustina p ni elementi
tenzora napona nisu poznati, tako da je svaku konkretnu sredinu potrebno modelirati, tj. na
neki nacin dovesti tenzor napona u vezu sa brzinom dodatnim jednac¢inama (tzv. konstitutivne
jednacine). Sto se zapreminskih sila ti¢e, one su u ovom kontekstu po pravilu poznate.
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Resenja zadataka

3.1 Opisivanje kretanja

Resenje.

3.2 Sile u fizici neprekidnih sredina

Resenje.
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Glava 4

Viskozni fluidi

Pri kretanju fluida realno postoje tangencijalni naponi i oni su u vezi sa viskoznosc¢u, tj. unu-
trasnjim trenjem. Usled uzajamne interakcije brze cestice fluida teze da povuku sporije, tako da se
javljaju tangencijalni naponi izmedu slojeva fluida koji se krecu razli¢itim brzinama. Takode, usled
toplotnog kretanja pri sudaru cestica iz slojeva razlic¢itih brzina ili pri prelasku cestica iz jednog
u drugi sloj dolazi do razmene impulsa, sto se takode manifestuje kroz postojanje tangencijalnih
napona. Prvi mehanizam nastajanja viskoznosti je dominantan kod tecnosti, a drugi kod gasova.
Jasno je da u oba slucaja viskoznost zavisi od temperature. Kako se sa porastom temperature
povecava rastojanje medu ¢esticama, kod tec¢nosti se viskoznost smanjuje sa porastom temperature.
Kod gasova se, naprotiv, usled intenziviranja toplotnog kretanja, sa porastom temperature povecava
razmena impulsa izmedu slojeva, a samim tim sa temperaturom se povecava i viskoznost.

4.1 Navije-Stoksovi fluidi

U opstem slucaju, postojanje tangencijalnih napona znaci da tenzor napona ima oblik
P=-pE+P, (4.1)

gde je P’ tzv. tenzor viskoznosti. Mi éemo ovde detaljnije razmotriti samo slucaj Navije-Stoksovih
fluida, kod kojih tenzor viskoznosti ima oblik

P = 277161 + 5762, (4.2)

gde su n i ¢ dinamicki koeficijenti viskoznosti (koje smatramo konstantama), a
Y . . 1 .
S=K+Ks, Ky= g(Vﬁ)é’. (4.3)

Iz definicije tenzora K, sledi da on predstavlja deo tenzora brzine deformacije koji je u vezi sa
deformacijama pri kojima ne dolazi do iskosenja, tj. promena oblika (posto nema vandijagonalnih
elemenata), ve¢ samo do promena zapremine (tzv. izotropne deformacije), pri ¢emu je

Ty = Vi = TS .

Ako pri kretanju ne dolazi do promena zapremine, onda je Ky = 0, pa se tenzor brzine defor-
macije svodi na tenzor Ky, tj. Ky predstavlja onaj deo tenzora brzine deformacije koji je u vezi

49
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sa deformacijama pri kojima dolazi samo do promene oblika, a ne i zapremine (tzv. ekvivolumne
deformacije).

Razmotrimo kako izgleda tenzor viskoznosti u slucaju jednostavnog polja brzine oblika v =
v(x9)€;. Lako se proverava da je pri ovakvom kretanju fluid nestisljiv, sto znaci da je

010

8 -1

73':2775:5;—“ 100,
T2\0 0 0

pa je sila viskoznosti dFvisk koja deluje na elementarnu povrsinu ds = dSeés, koja razdvaja dva
sloja sa istom brzinom, jednaka
o dv
dFvisk = P'dS = dsnd—a,

tj. njen intenzitet je
Cvisk dv
|[dFY"*%| = ndS | —
d.’L‘Q
Ovaj rezultat poznat je kao Njutnov zakon viskoznosti.
Primer 4.1.1. Zadatak 5.1 iz Zbirke

Primer 4.1.2. Zadatak 5.2 iz Zbirke

4.2 Navije-Stoksova jednacina

Da bismo dobili eksplicitan oblik osnovnog dinamickog zakona za Navije-Stoksove fluide potrebno
je da izraéunamo divergenciju tenzora viskoznosti, odnosno divergencije tenzora K; i K. Divergen-
cija tenzora K jednaka je

3 3
~ 1 1
VK, = 3 E é;div((dive)e;) =3 E € Q -(dive) = ggraddivﬁ, (4.4)

=1 =1

a divergencija tenzora /Cy:

VK, =VS — VK, = Z e;div( Se,) — %graddlvv (4.5)
=1
Posto je
3
4 | ov ov; \ .
sez_z‘sgze]—ﬁz:(axﬂ (%) - (4.6)
i=1 j=1 ! J
sledi da je
2 1 =(0v; 0\, 1<~ 0 (v v
div(§8) = §dlvz (8:6 Ox ) i §Z% (89& Ox )
j=1 7 J j=1 J 1 J
1{0 < ov; 0%,
) (axz 2 <a7> t2 5
jzl J ]:1 J
1/ 0
_ 1 - . 4,
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pa je
R ) 1
divS = 3 le (8@ dive’ + Avl> =3 (graddivd + AY) | (4.8)
odnosno ) .
divk; = geraddivy + AT, (4.9)
Onda je divergencija tenzora viskoznosti
div = 18 oraddive + AT, (4.10)

pa osnovni dinamicki zakon dobija oblik jednacine

@ +(T-V)i=f- —gradp+ 7+ 5glraddivz7+ NS
ot p p

(4.11)

poznate pod nazivom Navije-Stoksova jednacéina. Ako je gustina konstantna, onda Navije—
Stokosov fluid nazivamo Stoksovim fluidom, a iz Navije-Stoksove jednacine sledi tzv. Stoksova
jednacina:

ov

— +(U-V )ﬁ:f——gradp—i- =AU,

o (4.12)

Cesto se umesto kombinacije 2 koristi tzv. kinematicki koeﬁcuent viskoznosti v = n/p. U sledecoj
tabeli date su uporedo vrednosti dinamickog 7 i kinematickog koeficijenta v za neke fluide na
temperaturi 7' = 288 K:

koeficijent | vazduh voda 7iva maslinovo | glicerin
[jedinice] ulje

n[22] 1 1.8x107° | 1.1 x 107% | 1.6 x 107 0.10 2.33

v [Tz] 1.5x107° [ 1.1x107%]1.2%x 1077 | 1.1 x 107 | 1.8 x 1073

I Stoksova i Navije-Stoksova jednacina su parcijalne diferencijalne jednacine, drugog reda i nelin-
earne, u opstem slucaju vrlo komplikovane. U nastavku teksta na nekoliko jednostavnih primera
stacionarnog proticanja fluida demonstriramo kako se moze resiti Stoksova jednacina.

4.3 Osnovni primeri stacionarnog laminarnog
proticanja viskoznog fluida

4.3.1 Ravno Kuetovo strujanje

Treba nac¢i profil brzine u Stoksovom fluidu koji stacionarno proti¢e izmedu dve paralelne
beskonacne ravne ploce (slika [4.1). Zapreminske sile se zanemaruju, a fluid se kreée samo usled
kretanja gornje ploce u sopstvenoj ravni konstantnom brzinom . Neka je rastojanje izmedu ploca
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X

Slika 4.1: Ravno Kuetovo strujanje - Stoksov fluid stacionarno i laminarno struji kroz prostor izmedu
dve velike paralelne ploce, usled toga Sto se jedna od plo¢a pomera u svojoj ravni konstantnom
brzinom.

d, a gustina fluida p =const. Izaberimo koordinatni sistem tako da donja ploca lezi u ravni x9 = 0,
gornja u ravni o = d, a neka je x; osa odredena pravcem vektora u, tj neka je @ = ué;. Pod
pretpostavkom da je kretanje laminarno, tj. u slojevima (dakle da nema znacajnog mesanja sused-
nih slojeva, tj. turbulencija), kao i zbog simetrije, uzmimo da je brzina deli¢a u fluidu oblika
U = v(x9)€1. Onda je

ov 0
— v-V)U = — =0
at—i—(v ) U <U3x1>v :
a posto se zapreminske sile zanemaruju i nema gradijenta pritiska, Stoksova jednacina se svodi na
d?v
AT =0 = — =0 4.13
! da? ’ (4.13)
odakle sledi
U(ZEQ) = Cll'g + CQ . (414)

Integracione konstante u poslednjem izrazu odeduju se iz grani¢nih uslova — u ovom sluc¢aju to
su tzv. uslovi slepljivanja. Naime, usled viskoznosti deli¢i fluida neposredno uz ¢vrstu povrsinu se
lepe za nju, tako da je brzina deli¢a jednaka brzini granice (povrsine). U ovom slucaju to znaci da
je v(0) = 0, posto ploc¢a xs = 0 miruje, odnosno v(d) = u, posto se ploca x5 = d kreée brzinom
u. Zamenom ovih grani¢nih uslova u dobijeni izraz za profil brzine, dobijamo dve jednostavne
algebarske jednacine, ¢ijim resavanjem nalazimo konstante C; i (5, tako da je konac¢no

4.3.2 Poazejevo strujanje

Pod Poazejevinl] strujanjem podrazumeva se stacionarno laminarno proticanje Stoksovog flu-
ida kroz cilindriénu cev kruznog poprecnog preseka poluprecnika R, usled delovanja konstantnog
gradijenta pritiska u pravcu ose cevi. Zbog simetrije problema najzgodnije je raditi u cilindricnim

! Jean-Louis-Marie Poiseuille (1799-1869), francuski lekar koji je u cilju izucavanja cirkulacije krvi u ljudskom
organizmu sprovodio eksperimente sa strujanjem tec¢nosti kroz cevi. Smatra se da je on prvi poceo da meri krvni
pritisak pomocu zivinog manometra.
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koordinatama, koje su uvedene tako da se z-osa poklapa sa osom cilindra. Pretpostavicemo takode
da brzina fluida ima oblik ¥ = v(r)é,. Ako zanemarimo zapreminske sile i ako je gradijent pritiska
jednak

gradp = —Ke,
Stoksova jednacina
dv - 1
C=F—-Vp+lag
de p P
se svodi na
Lo N
0=-Ke, +-Av,
p
odnosno K
—e, = —Av
n

Laplasijan vektorske veli¢cine u krivolinijskim koordinatama moze da se izracuna koriS¢enjem iden-
titeta

rotrott’ = graddivy’ — Av, (4.16)
Sto se u ovom slucaju, zbog nestisljivosti fluida, tj. uslova divt'= 0, svodi na
AU = —rotrotv.
Posto je
“€. €, € ~€r €, €,
ot | 2 8 o | _|Ta & e | _ _dvg
ow = r (o)) z - or dp 0z - dr €y
vy TU, U, 0 0 or)
sledi da je
1= — 1=
€. €, =€
A trot i LU S P 1d dv
Uv=—rotrotv =| 5= > 5 |=—-——|(r—|)e¢€
or  dp 0z rdr \'dr/) ~
0 7“5 0

tako da se konacno iz Stoksove jednacine dobija sledeca obi¢na diferencijalna jednacina:
K 1d [/ do(r)
_ = r—-= ,
n rdr dr

Iz ove jednacine prvo sledi

do(r) K ,
r ar = %7‘ +01,
a zatim
v(r) = ——r*+Cilnr + Cs .

Ukoliko bi integraciona konstanta C bila razli¢ita od nule, to bi znacilo da deli¢i fluida na osi cevi
imaju beskonacno veliku brzinu, sto fizicki nije realno - to znaci da konstanta C; mora biti jednaka
nuli. Drugu integracionu konstantu Cy odredujemo iz grani¢nog uslova za r = R: v(R) = 0, odakle
je Cy = KR?/4n, pa se konatno za brzinu dobija izraz

o(r) = [ijz [1 - (%)2] . (4.17)
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Slika 4.2: Poazejevo strujanje - Stoksov fluid laminarno i stacionarno struji kroz cev usled postojanja
konstantnog gradijenta pritiska u pravcu ose cevi.

4.3.3 Kuetovo strujanje

U slucaju Kuetovog strujanja Stoksov fluid stacionarno protice izmedu dva beskonacna koak-
sijalna cilindra, polupreénika r; i 7o (r; < r3), usled njihove rotacije oko zajednicke ose ugaonim
brzinama w; i wsy, respektivno, pri ¢emu se zapreminske sile zanemaruju (slika . Zbog simetrije
problema polje brzine treba traziti u obliku

v=uv(r)e,, (4.18)

gde su (r, p, z) cilindri¢ne koordinate, pri ¢emu se osa z poklapa sa zajednickom osom cilindara.
Supstancijalni izvod brzine je ovde najzgodnije izraziti preko formule

dv. ov 1

— = — + —gradv® — ¥ X rot¥, 4.19

dt ~ ot 2% (4.19)
koja se moze dobiti na sledeé¢i na¢in. Podimo od izraza @ x (V x E) Transformisacemo taj izraz
imajuéi u vidu da je

0 0 J .

V= €1 + €y + e
8371 ! (91‘2 2 8ZE3 3

istovremeno vektorski i diferencijalni operator. Tako dobijamo

-, -

ax (Vxb)=V(@-b) —(a V)b,

gde smo bu prvom sabirku sa desne strane podvukli da bismo naglasili da V deluje kao diferencijalni
operator samo na njega, a ne i na a. Sli¢no je

bx (Vxa)=V(@-b)—(b-V)a.
Sabiranjem poslednjih dveju jednacina dobijamo

=,

Ax (Vxb)+bx (Vxa)=V(@-b)+V(@-b)— (@ V)b— (Vi
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Slika 4.3: Kuetovo strujanje - sloj Stoksovog fluida stacionarno i laminarno struji u prostoru izmedu
dva dugacka koaksijalna cilindra, usled njihove rotacije oko zajednicke ose.

=V(@-b)—(@-VvVb—(b-V)a=grad(@a-b) — (@a-V)b— (b-V)a,
odakle specijalno za @ = b = 7 sledi
U x (Vx0)==V(U -0)—(v- V)T,
odnosno )
(7- V)T = §V(U2) —Tx (V x 7). (4.20)
Zamenom poslednjeg izraza u supstancijalni izvod brzine (6) dobijamo ubrzanje u zadatom obliku.
Zbog stacionarnosti proticanja je g—f = 0, a ako primenimo izraze za gradijent i rotor u cilin-
dricnim koordinatama, dobijamo
dv  v?
—=_¢,. 4.21
dt r ( )
Kako je AU = —rotrotv, Stoksova jedna¢ina u ovom sluc¢aju dobija oblik
v? 1 /0p 10p op nd [/1d
—€=—|=€6+-——=—¢€,+—¢ | ——|-— €y 4.22
r p (87“6 +r8gp%+6ze ) pdr (rdr (rv)) Ce (4.22)

iz kog, projektovanjem na pravce ortova slede tri skalarne jednacine

v? 10p

it 4.2
B 1dp nd[/1d

0 = o har (). 2

0 = 1o (4.25)
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Iz poslednje od ovih jednacina sledi da pritisak ne zavisi od z, a onda se iz pretposlednje jednacine
dobija

dp d /1d (r)

—=-nr— |- (rv

o) T \rar ’

p(r, @) = —777”% (%% (rv)) o+ F(r). (4.26)

pa je

d

S druge strane, iz smisla ugla ¢ sledi da je p(r, ¢ + 27) = p(r, ¢), $to znaci da je
1d d /1d
—re (;5 (rv)) (p+2m)+ F(r) = —nre (;E (rv)> e+ F(r),

odakle je

d /1d
_mpr— | oQmr =
nrdr <7’ dr (rv)) m=0,

—nr% <%% (rv)) _0. (4.27)

Iz jednacine (4.26)) se onda vidi da pritisak ne zavisi od ugla ¢, sto je i moglo da se ocekuje iz
simetrije. Dalje, iz jednacine (4.27)) sledi prvo

odnosno

1d
;@ (TU) = Cl y (428>
a zatim o
rv = / Cirdr = 711"2 + Cy
1 konaéno c
w(r) = clg N (4.29)

Konstante C i Cy odreduju se iz grani¢nih uslova:
v(ry) =wiry,  v(ra) = wars. (4.30)

Zamenom dobijenog izraza za brzinu u ove grani¢ne uslove dobijamo sistem od dve algebarske
jednacine po C} i Cy, ¢ijim resavanjem nalazimo

2 2 2.2
Wol'y — w1 T riTr
Cl = 2—2 3 ! s 02 = (w1 — (.L)Q) 5 12 3 - (431)

4.4 Nestacionarno strujanje viskoznog fluida

Do sada smo razmatrali samo stacionarna strujanja fluida. Sada ¢emo na jednom primeru
razmotriti reSavanje Stoksove jednacine u sluc¢aju kada brzina fluida eksplicitno zavisi od vremena.
Pretpostavimo da se Stoksov fluid gustine p i koeficijenta viskoznosti  nalazi u poluprostoru y > 0
i da se nestacionarno krece usled toga Sto se granicna ravan y = 0 kreée brzinom wvg(t) = acoswt



4.4. NESTACIONARNO STRUJANJE VISKOZNOG FLUIDA o7

Slika 4.4: Primer nestacionarnog strujanja Stoksovog fluida: fluid koji ispunjava poluprostor y > 0
krece se usled oscilovanja ¢vrstog zida koji lezi u ravni y = 0. Zid osciluje u sopstvenoj ravni.

u praveu z—ose, gde su a i w konstante (slika . Ako zanemarimo zapreminske sile i gradijent
pritiska, a zbog simetrije pretpostavimo da brzina deli¢a ima pravac x—ose, pri ¢emu joj intenzitet
zavisi samo od vremena i y—koordinate (tj. od rastojanja od ploce koja osciluje), Stoksova jednacina
se svodi na jednacinu

ov 0%

— =v—, 4.32

ot Oy? (4:32)
gde je v intenzitet brzine, a v = n/p kinematicki koeficijent viskoznosti. Uvedimo kompleksnu

funkciju ) '
0= F(y)e™". (4.33)

Ako ovakva funkcija zadovoljava jednacinu (4.32), onda sigurno i njen realni deo zadovoljava tu
jednacinu. Potrazimo reSenje jednacine (4.32)) u obliku (4.33)), pri cemu ¢emo zahtevati da realni
deo funkcije © zadovoljava granicni uslov

Red(x,y =0, 2,t) = acoswt = vy(t) . (4.34)
Posto je
0 ” - qwt 82@ dQF iwt
E = F(y)zwe s 8_y2 = d—y2€ s (435)
iz jednacine 1} sledi da kompleksna funkcija F (y) treba da zadovoljava jednac¢inu
2F  iw -
— - —F=0 4.36
dy? v ’ ( )

C¢ije je opste resenje funkcija oblika

F(y) = Aexp {\/g(l + i)y] + Bexp {— \/g(l + i)y] , (4.37)

gde su A i B kompleksne konstante. Odatle je

b = Aexp [\gy] exp [i(thr\/gy)]
+ Bexp [_\/gy] exp [z’(wt— ;—Vy)] , (4.38)
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pa je brzina jednaka

oy~ oo (yf20) v {ae i [20)]
S ) P PP R ) |

Kada y — 0 ¢lan e u prethodnom izrazu za brzinu tezi beskonacnosti, sto bi znacilo da se na
jako velikim rastojanjima od ploce (Cije je oscilovanje uzrok kretanja fluida) deli¢i kreéu jako velikim
brzinama. Posto za to ne postoje nikakvi fizicki razlozi, treba uzeti da je konstanta A jednaka nuli,
Sto znaci da brzina ima oblik

vy, t) = exp (— ;—Vy) {Bl cos (wt - \/gy) — Bysin (wt . \/gyﬂ , (4.40)

gde je B = By 4+ 1By, tj. By i By su redom realni i imaginarni deo kompleksne konstante B. Iz
grani¢nog uslova (4.34]) kona¢no sledi da je By = a i By =0, pa je

o(y,1) = aexp (_\/23,) cos (wt - \/QZy) | (1.41)

Iz dobijenog izraza za brzinu vidi se da u svakoj ravni paralelnoj granicnom zidu deli¢i takode
harmonijski osciluju sa istom frekvencom kao i zid, ali sa faznim zakasnjenjem koje zavisi od y i sa
amplitudom koja se smanjuje sa y po eksponencijalnom zakonu.

W
21/y



Glava 5
Idealan fluid

Realni fluidi su u vecoj ili manjoj meri viskozni, medutim ceste su situacije kada viskoznost
moze da se zanemari, Sto odgovara zanemarivanju tangencijalnih napona. Formalno, to znaci da
tenzor napona ima oblik:

P=—pI. (5.1)

Videli smo da ovakvo naponsko stanje odgovara fluidima koji miruju, kao i fluidima koji se kre¢u kao
kruto telo, tj. kod kojih nema relativnog medusobnog pomeranja slojeva. U ostalim sluc¢ajevima,
pretpostavka da naponsko stanje ima oblik predstavlja aproksimaciju i tada kazemo da fluid
opisujemo modelom idealnog fluida.

5.1 OQOjlerova jednacina
Posto je
3

3 3
iv(—pT) = 3 div(—pTe) = — 3 div(pe) = — 3622 = —grady,

i=1 i=1 i=1
iz opSte jednacine kretanja za kontinualnu sredinu

9v |
ot VY

sledi diferencijalna jednacina kretanja za idealni fluid

% =f- %gradp, (5.2)
koja se naziva Ojlerova jednac¢ina. Ona predstavlja parcijalnu diferencijalnu jednacinu, u kojoj
su koordinate i vreme nezavisno promenljive, a unapred je u opstem slucaju zadata jedino masena
gustina zapreminskih sila f Gustina i pritisak mogu da se menjaju, tj. mogu da zavise i od
koordinata i vremena, tako da Ojlerova jednacina u opstem sluc¢aju nije dovoljna za odredivanje
polja brzine, ve¢ ju je potrebno dopuniti jos nekim jednac¢inama. Uvek moze da se iskoristi jednacina
kontinuiteta, ali je osim nje potrebna jos jedna jednac¢ina, posto ima ukupno pet nepoznatih funkcija
(tri komponente brzine, pritisak p i gustina p). Takode, posto se radi o parcijalnoj diferencijalnoj

29
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jednacini, potrebno je znati i poCetne i grani¢ne uslove. Ako je grani¢ni uslov zadat na ¢vrstom
zidu (uz koji fluid struji), zbog zanemarivanja viskoznosti ne postoji razlog da se deliéi lepe za taj
zid. Zato se uslov slepljivanja, koji vazi za Navije-Stoksove fluide, zamenjuje uslovom neprobojnosti,
koji je blazi. Naime, tangencijalna komponenta brzine idealnog fluida na ¢vrstoj granici moze imati
proizvoljnu vrednost (deli¢i fluida mogu da klize po zidu), ali normalna komponenta brzine u odnosu
na granicu mora biti jednaka nuli, jer deli¢i ne mogu da produ kroz ¢vrsti zid.

Ukoliko se iskoristi identitet

1
(U-V)U = §grad1)2 — U X rotv,
iz Ojlerove jednacine dobija se tzv. Gromeka-Lembova jednacina:
ovr 1 |
8_: + égradv2 — U X rot = f — ;gradp. (5.3)

5.2 Bernulijev integral

Cesto direktno resavanje Ojlerove, odnosno Gromeka-Lembove jednacine, moze da se izbegne,
ako se iskoristi tzv. Bernulijev integral, koji predstavlja posledicu ovih jednacina u slucaju kada su
zadovoljeni sledeé¢i uslovi:

e kretanje je stacionarno:
ov
— =0,
ot
e zapreminske sile su konzervativne, tj. masena gustina zapreminske sile moze da se izrazi kao
f = —gradu,

gde je u potencijalna energija jedinice mase (ili masena gustina potencijalne energije) i

e fluid je barotropan, tj. pritisak je funkcija samo gustine p = p(p) (o ¢emu Ce kasnije biti vise
reci) ili je gustina fluida konstantna, tako da mozemo uvesti funkciju I relacijom:

d
=22,
p

Sto onda znaci da je

1
—gradp = grad/ .
p

Naime, ako je p =const, prethodna jednakost je o¢igledna (I = p/p), a za barotropni fluid se
dobija na sledec¢i nacin:

1 q 1/0p . ap n op
—gTa = = € € €
pg P p \ 0xy ! 019 2 0xs 3

_ o OO0,

~ pdp \0xy Y a0 Oxy

Al fOop_  Op_  Op
dp (E)xl et 0s et Oxs

53) = grad[ .
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Da bismo izveli izraz koji odgovara Bernulijevom integralu pomnozimo Gromeka-Lembovu jednacinu
(5.3) skalarno elementom strujne linije: d¥ = A#. Na taj nacin dobijamo izraz

1
(égradzﬂ — U X rotﬁ) -dr’ = (—gradu — gradl) - dr,

gde smo iskoristili zadate pretpostavke. Ako skupimo sve ¢lanove koji sadrze gradijent i prebacimo
ih na levu stranu jednacine, a ostale clanove na desnu, sledi

1
grad (502 +u+ I> -dr' = (¥ x rot?) - d7. (5.4)
Medutim, mesoviti proizvod na desnoj strani je jednak nuli (posto su ¥ i d7 kolinearni), pa je
1, B
grad 5V +u+1)-dr=0,
odnosno

2

gde smo iskoristili formulu gradF - di = dF', koja vazi za proizvoljnu funkciju F' = F(x1, x9, x3).
Odatle konacno sledi da je

1
d(—v2—|—u+1) =0,

1
51}2 + I 4+ u = const (5.5)

duz strujne linije, Sto predstavlja Bernulijev integral. Naravno, posto se radi o stacionarnom
strujanju, kod koga se uvek strujne linije poklapaju sa trajektorijama deli¢a, ovo vazi i za trajektorije
delic¢a.

Ako je p = const, a jedina zapreminska sila je sila gravitacije: f = —ge,, Bernulijev integral

dobija oblik:

1
51)2 +2y g3 = const . (5.6)
)

Primenimo ovu jednacinu na nalazenje brzine v isticanja tecnosti iz velikog rezervoara. Otvor kroz
koji tecnost istice je vrlo mali i nalazi se na dnu rezervoara, u odnosu na koji ¢emo meriti nivo
tecnosti u rezervoaru. Posto je rezervoar veliki, mozemo da pretpostavimo da se slobodna povrsina
tecnosti (koja se nalazi na visini 3 = H) sporo spusta, tako da je brzina deli¢a na tom nivou
priblizno jednaka nuli. Pritisak je jednak atmosferskom kako na slobodnoj povrsini tecnosti, tako
i na mestu gde tecnost curi iz rezervoara, pa ako primenimo na tacke r3 = H i x3 = 0 duz
jedne strujne linije, lako dobijamo da je trazena brzina jednaka v = \/2gH. Ovaj rezultat poznat
je kao Toricelijeva teorema.

Ispostavlja se da Bernulijev integral vazi ne samo duz strujne, veé¢ i duz vrtlozne linije (naravno,
ukoliko je & # 0). Naime, ako Gromeka-Lembovu jednacinu pomnozimo elementom vrtlozne linije
dr = A& (umesto elementom strujne linije), opet éemo dobiti jednacinu , ¢ija je desna strana
jednaka nuli, samo ovaj put zato $to su vektori rotv' = 24 i dr” kolinearni.

Iz nacina na koji je Bernulijev integral izveden i ¢injenice da Stoksova jednacina u slucaju kada
je rot? = 0 dobija oblik Ojlerove jednacine (posto je AT = —rotrot?), sledi da Bernulijev integral
vazi duz strujne linije (i trajektorije deli¢a) ne samo za idealan fluid, veé¢ i za Stoksov fluid koji

struji bezvrtlozno.
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Slika 5.1: Toricelijeva teorema: primenom Bernulijeve jednacine lako se nalazi da je brzina isticanja

tecnosti iz velikog rezervoara jednaka v = /2gH.
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Potencijalno strujanje

6.1 Potencijal brzine

Ako je & = %rotﬁ = 0 kazemo da fluid struji bezvrtlozno ili potencijalno. Iz matematike je
poznato da kada je rotd = 0 sigurno (tj. pod dosta Sirokim uslovima) postoji skalarna funkcija ®,
takva da je v = grad®. Funkciju ® zovemo potencijal brzine. Povrsine koje imaju osobinu da u
svakoj njihovoj tacki potencijal ima istu vrednost zovemo ekvipotencijalne povrsine. Iz definicije
gradijenta sledi da je vektor brzine u svakoj tacki ortogonalan na ekvipotencijalnu povrsinu koja
sadrzi tu tacku. Naime, ako skalarno pomnozimo vektor brzine i elementarni Vektor dr koji lezi
u ekvipotencijalnoj povrsini dobi¢emo: o -dr = grad® - dr = dxl + 8@ dxs —i— dxg = do,
Sto predstavlja promenu vrednosti potencijala pri pomeranju unutar ekv1poten013alne povrsine za
vektor d7 (u fiksiranom vremenskom trenutku), a to je nula.

6.2 Kosi-Lagranzev integral

Razmotrimo sada potencijalno strujanje idealnog barotropnog fluida u polju potencijalne za-
preminske sile. Polaze¢i od Gromeka-Lembove jednacine, dobijamo

o 1
8: + gradv —grad(u + 1),
a odatle, posto je v = grad® i 3—72 = grad‘gf, sledi
0P 1
grad <E+§U2+[+U> =0.

Dobijena jednac¢ina znac¢i da su svi parcijalni izvodi po koordinatama funkcije u zagradi jednaki
nuli, tj. ona zavisi samo od vremena:

o 1

—— + U—I—I+U—F(t). (6.1)
ot

Ovo je tzv. Kogi-Lagranzev (ili nestacionarni Bernulijev) integral. Jasno je da se u slucaju sta-

cionarnog potencijalnog strujanja idealnog barotropnog fluida u polju konzervativnih zapreminskih

sila Bernulijev i Kosi-Lagranzev integral svode na isto, tj. zbir (— + I + u) ima istu vrednost u

svakom trenutku i svakoj tacki u prostoru.

63
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Slika 6.1: Bezvrtlozno poprecno strujanje nestisljivog fluida oko dugackog cilindra.

6.3 Potencijalno strujanje nestisljivog fluida

Ukoliko nestisljiv fluid struji potencijalno, onda iz uslova nestisljivosti dive’ = 0, kada brzinu
izrazimo preko njenog potencijala @, sledi divgrad® = A® = 0. Potencijal brzine, dakle, u slucaju
nestisljivog fluida mora da zadovoljava Laplasovu jednacinu

AD =0, (6.2)

bez obzira na konkretnu prirodu takvog fluida. Ovo u nekim slu¢ajevima omogucava da se nade
polje brzine strujanja nestisljivog fluida bez reSsavanja konkretne diferencijalne jednacine kretanja:
Ojlerove, Stoksove ili neke druge. Iustrova¢emo takvu mogucénost kroz sledeé¢i primer.

6.3.1 Potencijalno strujanje oko cilindra

Pretpostavimo da oko jako dugackog, nepokretnog kruznog cilindra, polupre¢nika osnove a,
normalno na njegovu osu, stacionarno i bezvrtlozno struji nestisljiv fluid, tako da je na jako velikim
rastojanjima od cilindra polje brzine homogeno (slika . Uvedimo koordinatni sistem tako da
se osa r3 poklapa sa osom cilindra, a da osa xs ima pravac i smer brzine fluida na jako velikim
rastojanjima od cilindra, tj. lim, .., ¥ = Ué, U = const. Uzmimo jos i da se ceo sistem nalazi u
homogenom gravitacionom polju § = —gez. Ako zbog simetrije pretpostavimo da potencijal zavisi
samo od cilindri¢nih koordinata r i ¢, onda mozemo da ga trazimo reSavanjem Laplasove jednacine
u cilindriénim koordinatama:

Ad

2 2
_13(@@) 190 9 _ 63)

=-—(r—|+5==+>

ror \ Or r2 0¢? 022
Jedan od cestih nacina resavanja Laplasove jednacine je metod razdvajanja promenljivih, koji bi se
u ovom slucaju sveo na pretpostavku da reSenje mozemo da trazimo u obliku

® = R(r)F(y).
Ako takav oblik za ® zamenimo u Laplasovu jedna¢inu dobijamo:
Fd ( dR) Rd’F

= an 287 )
rar \"ar +7’2dg02 ’
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a ako zatim celu jedna¢inu pomnozimo sa r? i podelimo sa RF sledi

r d <dR) 1 d*F

T
Leva strana poslednje jednacine napisana je u obliku zbira dva sabirka od kojih jedan zavisi samo
od promenljive 7, a drugi samo od promenljive ¢. Kako su promenljive r i ¢ medusobno nezavisne,
a zbir ova dva sabirka je uvek jednak nuli, zaklju¢ujemo da je to moguce jedino ako su oba sabirka
jednaka nekim konstantama, koje u zbiru daju nulu, tj:

rd (rd—R) =C, (6.4)
——=_C. (6.5)

Na taj nacin se Laplasova jednacina, koja je parcijalna diferencijalna jednacina, raspala na dve
obi¢ne diferencijalne jednacine. Razmotrimo prvo jednacinu (6.5)) koju zadovoljava deo potencijala
koji zavisi od ugla ¢. Ova jednacina je ekvivalentna jednacini

d?F

dep
¢ije opste resenje zavisi od znaka konstante C'. Ako je C' < 0 opSte resenje ove jednacine je linearna
kombinacija eksponencijalnih funkcija exp(v/—C) i exp(—v—C'p), medutim takva funkcija nije
periodi¢na po ¢. Imajuéi u vidu da je

109 dR RdF

0P
U = grad® = e, + =F—eé +——=¢,,
r dy

I P (6.6)
jasno je da uslov ¥(r, ¢ + 2m) = ¥(r, @), koji iz ociglednih fizickih razloga treba da bude zadovoljen
za svako r > a, sa takvom funkcijom F'(y) nikako ne moze da bude zadovoljen. To znaci da je
C' > 0. Ako je C' =0, to bi znacilo da je F(¢) linearna funkcija po ¢, dakle opet neperiodi¢na, pa
ostaje jedino moguénost da je konstanta C strogo veée od nule, tj. C' = k?, gde je k realan broj. U
tom slucaju opste resenje jednacine ima oblik

F = Acoskyp + Bsinky, (6.7)

a iz zahteva da brzina bude periodi¢na funkcija sa periodom 27 onda sledi da k treba da bude ceo
broj. To ne moze da bude nula, jer bi to znacilo da je C' = 0, Sto je mogucénost koju smo veé
odbacili, a jasno je da se opstost ne smanjuje ako uzmemo da je k£ > 0.

Jednacina koju zadovoljava deo potencijala R(r) moze da se prepise kao

d dR
— [ r===) = RK?
Tar (T dr ) kR

odnosno
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Ova jednacina poznata je kao Ojlerova diferencijalna jednacina i njeno resenje trazi se u obliku
stepene funkcije: R(r) = Dr®. Zamenom pretpostavljenog R(r) i njegovih izvoda R’ = Dar®~! i
R" = Da(a — 1)r*2 u tu jednacinu sledi:

Da(a — 1)r* + Dar® — DE*r* =0,

a nakon skrac¢ivanja sa Dr®:
k=0 = a==k.

To dalje znaci da je opste resenje jednacine (6.4) funkcija oblika

D
— k 2
R(T) = Dir® + F ,
pa se za potencijal brzine dobija funkcija oblika
. k D2
O(r,p) = (Acosky + Bsinky) [ Dir® + prl I (6.8)

a za brzinu

D D
U = k(Acos kg + Bsin k) <D1rk_1 - k—i) e +k (Dlrk_l + Ti) (—Asinky + Bcoskyp)é, .
r r

Na povrsini cilindra, tj. za r = a, brzina ne moze da ima normalnu komponentu - to je tzv. uslov
neprobojnosti. To onda znaci da je

k-1 D,

=0 = D= Da® . (6.9)

v(r=a,9)=0 = Dia

S druge strane, na jako velikim rastojanjima od cilindra, tj. za r — oo, brzina dobija oblik

v = kD" (Acosky + Bsinkg)e, + (—Asinkp + B cos kp)é,]
= kD" [A(cos ke cos ¢ + sin kg sin @) 4 B(sin kg cos ¢ — cos kpsin p)]e)
+ [A(cos kpsing — sin ke cos ) + B(sin kpsin ¢ 4 cos kp cos p)|é> }
= kD" H{[Acos(k — 1) + Bsin(k — 1)¢lé; + [~Asin(k — 1)¢ + Bcos(k — 1)p]éx},

Sto treba da bude jednako Ue, za svako ¢. Ocigledno, to je moguce jedino ako je k =1, A =01
DB = U, tako da je konacni izraz za potencijal brzine u proizvoljnoj tacki fluida:

2
O(r, ) = Ursinp (1 + %) , (6.10)

a za brzinu:
. . a®\ . a®\ .
v=U [smap(l—ﬁ> &A—cosgp(l#—ﬁ) €¢:| . (6.11)

Iz ovog izraza vidi se da je brzina na povrsini cilindra razli¢ita od nule, tj. ne moze da bude
zadovoljen uslov slepljivanja. Drugim rec¢ima, iako pri nalazenju brzine nismo nista konkretno
pretpostavili o prirodi fluida, ovakvo polje brzine (potencijalno) ipak ne moze da bude uspostavljeno
u Stoksovom fluidu, ve¢ samo u idealnom.
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6.3.2 Dalamberov paradoks

Posto je strujanje opisano u prethodnom odeljku potencijalno i stacionarno, fluid konstantne
gustine, a zapreminske sile potencijalne, vaze i Bernulijev i Kosi-Lagranzev integral u obliku:

2
% + Z[—j + gz = const . (6.12)

Konstanta moze da se odredi ako su poznate vrednosti brzine i pritiska u bilo kojoj tacki u prostoru.
Poznato je da intenzitet brzine na jako velikim rastojanjima od cilindra tezi U, pa ako se jos uzme
i da je za z = 0 pritisak na jako velikim rastojanjima jednak pg, dobija se da je

U2
const:——i—@.
2 p

Odatle je pritisak u proizvoljnoj tacki fluida jednak

a*\” a*\”
1-— (1 - —2) sin? o — <1 + —2) cos>p| , (6.13)
T r

a na povrsini cilindra, tj. za r = a, vazi da je

1
pzpo—pgz+§pU2

1
P =po— pgz + §pU2 (1 — 4 cos? <p) . (6.14)

Posto smo odredili pritisak na povrsini cilindra, dalje nije tesko naci i silu kojom fluid deluje na deo
cilindra jedini¢ne duzine. Element povrsine je

dS = adypdzé, = adpdz (cos p€) + sin pésy) ,

pa je trazena sila

ﬁ:—/pdg
S
2

™

H
1
= —a/dgo / dz [po —pgz + EpU2 (1 — 4 cos® go) (cos e + sin péy)
0 0

2m
= ZaHpUQ/ cos® pdp ey = 0. (6.15)
0

Ovaj rezultat predstavlja primer tzv. Dalamberovog paradoksa. Naime, na osnovu svakod-
nevnog iskustva ocekivali bismo da fluid u ovom sluc¢aju deluje nenultom silom na cilindar. Ovde,
medutim, nema nikakvog paradoksa - dobijeni rezultat samo znaci da je pretpostavka o potenci-
jalnosti strujanja pogresna, Sto se vidi i iz ¢injenice da dobijeno polje brzine ne zadovoljava uslov
slepljivanja. U opstem slucaju uslov slepljivanja, koji realno uz ¢vrste granice ne moze da se
zanemari, obicno dovodi do lokalnih vrtlozenja, ¢ija je onda posledica nemoguénost uspostavljanja
potencijalnog strujanja. Dalamber je...
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6.4 Kompleksni potencijal

Razmotrimo slucaj dvodimezionalnog bezvrtloznog strujanja nestisljivog fluida, kada Dekartove
komponente brzine v; i v2 mozemo da izrazimo bilo preko parcijalnih izvoda potencijala @, kao:

0o 00

V=, U=
61'17 8$2’

bilo preko parcijalnih izvoda strujne funkcije, kao:

LR )

V1 = Vg = — .
(9.252 ’ al’l

Izjednacavanjem ovako napisanih izaraza za komponente brzine, dobijamo jednakosti:

9o oY 9D o

8x1 (‘31:2 ’ 8562 (‘3&:1 ’

koje imaju isti oblik kao Kosi-Rimanovi uslovi za analiticnost kompleksne funkcije:
W(z)=®+iv,

gde je kompleksna promenljiva z definisana kao z = x1 + ixs. Ovako definisanu analiticku komplek-
snu funkciju zovemo kompleksni potencijal brzine. Ako je za neko strujanje zadat kompleksni
potencijal onda je jasno da su njime definisani potencijal brzine, kao njegov realni deo, i strujna
funkcija, kao njegov imaginarni deo. Pomoc¢u njih onda na standardan nac¢in mozemo da nademo
brzinu, ali takode mozemo da primetimo da je

dw 09 +Z,81/}
dz Oz 0y

:Ul—’ivg.

Drugim recima, komponente brzine mozemo da nademo i bez eksplicitnih izraza za potencijal ili

strujnu funkciju. Dovoljno je da izracunamo izvod kompleksnog potencijala, pa je njegov realni deo

komponenta brzine vy, a negativna vrednost njegovog imaginarnog dela je jednaka komponenti vs.
dw

Iz tih razloga funkciju <~ zovemo kompleksna brzina.

Primeri kompleksnog potencijala
Homogeno polje brzine

Ako je strujanje homogeno u pravcu ose x1: v = Ue;, U = const, lako se proverava da je
rotv = 0, pa potencijal brzine nalazimo iz jedna¢ina U = g—fl 10 = g—f;. Iz druge jednacine sledi
da potencijal zavisi samo od x; koordinate, pa se onda prva jednacina svodi na jednostavnu obic¢nu
diferencijalnu jednacinu, ¢ije je reSenje: ® = Uxy + const. Slicno, za strujnu funkciju se nalazi:
1 = Uxy + const. Ako uzmemo da su integracione konstante jednake nuli, onda je kompleksni

potencijal: W(z) = Uxy +iUzy = Uz.
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Linijski izvor

Za linijski izvor ¥ = 5™¢, smo ranije ve¢ nasli da je strujna funkcija u cilindri¢nim koordinatama
oblika ¢ = F=¢. Lako se proverava da je rot¢ = 0, pa ako brzinu izrazimo preko gradijenta ® u
cilindri¢nim koordinatama, iz nepostojanja komponente v, zakljucujemo da potencijal zavisi samo

od r koordinate, pri ¢emu je

pa je kompleksni potencijal za linijski izvor jednak:

m m m
Wz =—hr+i—p=—1Inz,
(2) 2m * 27r90 27
gde smo iskoristili ¢injenicu da je moduo kompleksnog broja jednak |z| = \/2? + 23 = r, a njegov
argument ima isti smisao kao polarni ugao ¢ definisan u ravni Oxix9, pa je 2 = Ty + Xy =
rcos p + irsin ¢ = re’?, odnosno In z = Inr + ip.

Linijski vrtlog

Strujna funkcija za linijski vrtlog v = %é’w, kako smo ranije pokazali, ima oblik 1) = —% Inr.

r

I u ovom slucaju se radi o potencijalnom strujanju, a potencijal se nalazi iz jednacine:

r_., o0, 109,

U= —€,= ——€ +——=¢,,
2rr © Or rop ¥

odakle jednostavno sledi ® = %cp, pa kompleksni potencijal za linijski vrtlog ima oblik:

r r r
(2) 5 ¥ ~ig-Inr 27r(90 ilnr)
Znaci, kompleksni potencijal je i za linijski izvor i za linijski vrtlog izrazen preko logaritamske
funkcije In 2z, a jedina razlika je u konstanti kojom se ta funkcija mnozi. U tom smislu postoji velika

formalna sli¢nost izmedu ova dva strujanja.

r r
—i—(nr+ip) =—i—Inz.
T 2m

Komplikovaniji slucajevi

Zmajuc¢i kompleksne potencijale za ove jednostavne primere strujanja, mozemo lako da kon-
struisemo kompleksne potencijale za komplikovanija strujanja, pa da onda na osnovu njih odredimo
kako izgleda odgovarajuce polje brzine. Na primer, linijskom izvoru jac¢ine m koji je pomeren u
odnosu na x5 osu, tako da kroz ravan Ozz5 prolazi u tacki (z; = ay, zo = as) odgovara kompleksni

potencijal:
m
W(z) o n(z—a), a=ay+iay

Kompleksna brzina je odatle

dw.m 1  m 2 —a* ~om (21— ay) —i(x2 — ap)
dz  2mrz—a 27(z—a)(z*—a*) 27 (2 —ay)?+ (23 —ag)?’

pa su Dekartove komponente brzine
m T — aq m T — G2
2 (331 — a1)2 + (iL‘Q — &2>2 ’ 2 2 (.’L‘l — CL1)2 + (1’2 — CL2)2

U1



70 GLAVA 6. POTENCIJALNO STRUJANJE

Sistemu od n paralelnih linijskih izvora, jac¢ina my, ..., m,, koji seku ravan Oxix, redom u tackama
(@, a"), ..., (@™, al"), odgovarao bi kompleksni potencijal:

1 n
W(z) = o Z mpIn(z —a®),  a® =al® 4ol
k=1

Na slican nacin bi mogle da se prave proizvoljne kombinacije linijskih izvora i vrtloga, u homogenom
polja brzine. U svakom takvom slucaju kompleksni potencijal bi bio jednostavan zbir elementarnih
kompleksnih funkcija iz kojeg je onda na jasno definisan nacin moguce odrediti odgovarajuce realno
polje brzine.



Glava 7

Vrtlozno strujanje fluida

7.1 Helmholcova jednac¢ina

Helmholcova jednacina odnosi se na vrtlozno strujanje idealnog barotropnog fluida. Gromeka-
Lembova jednacina za taj slucaj, kao sto je ranije ve¢ pokazano, ima oblik
ov 1 -

n + §gradv2 — U Xxrotv = f —gradl,

pa ako potrazimo rotor cele ove jednacine dobijamo
arotﬁ— rot (7 x rot?) = rot f

gde smo iskoristili ¢injenicu da je rotor gradijenta skalarne funkcije identicki jednak nuli. Ako
iskoristimo i definiciju vektora vrtloznosti: J = %rotz_;’, poslednju jednac¢inu mozemo da napiSemo u

obliku

- 1.
%—C; —rot(v X &) = §rotf. (7.1)
Posto je
do 0w
= (5T 7.2
g =g TV (7.2)
i
rot(0 x Jd) = VX (Uxd)=Vx(@xd)+V x(¥xd)
= (- VUT—-&(V-0)+9d(V-J)— (V- V) (7.3)
iz jednacine (7.1]) konacno sledi Helmholcova jednacina:
- . .
i—j + ddive — (& - V)T = §rotf, (7.4)

gde smo jos iskoristili i solenoidalnost vrtloznosti, tj. uvek zadovoljeni uslov V - & = 0.
éko je fluid nestisljiv, onda je i dive' = 0, a ako su jos i zapreminske sile potencijalne, onda je
rot f = rotgradU = 0, pa se Helmholcova jednacina svodi na

do | .
i (J- V). (7.5)

71
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7.2 Uopstena Helmholcova jednacina

Ako Stoksovu jednacinu napisemo u obliku tzv. uopstene Gromeka-Lembove jednacine:

ovr 1 - 1
0_: + §grad112 —UXxrott = f — ;gradp — vrotrot?, (7.6)
odnosno 5
S . 1
P ¥ x rotd = f—grad | =v® + P\ _ vrotrotd
ot 2 p

ili
ov - 1
—U—QUx&:f—grad —U2+]—? — 2urotd
ot 2 P

pa zatim potrazimo rotor ove jednacine, dobijamo tzv. uopstenu Helmholcovu jednacinu:

dw | -

— — (J- V)T = zrotf + VAJ. (7.7)
dt 2

Prilikom izvodenja ove jednaé¢ine smo pored relacija ((7.2)) i (7.3) iskoristili i identitet rotrotd =
graddivd — A&d = —Ad. Ako su zapreminske sile potencijalne rotor masene gustine f je nula, pa
se uopstena Helmholcova jednacina svodi na jednacinu

G
d—(’; — (& V)T = VA, (7.8)

7.3 Kelvinova teorema

Kelvinova teorema tvrdi da se cirkulacijal’ = ¢ o Al po supstancijalnoj konturi C'(¢) u idealnom
C(t)
barotropnom fluidu, koji se kre¢e u polju potencijalnih zapreminskih sila, ne menja u toku njenog

kretanja, tj. . .
— == f 7-dl) =0. (7.9)

Da bismo je dokazali pokazacemo prvo da nezavisno od toga kakav fluid razmatramo uvek vazi:

i(% U-df):f 4o ar (7.10)

Krenué¢emo od izraza za supstancijalni izvod skalarnog proizvoda brzine v i supstancijalnog elementa
dlj koji je uvek jednak:
d d(di)
dt dt

Kako je Al = 7 — 71, gde su 75 i 7] dve infinitezimalno bliske tacke na uoc¢enoj supstancijalnoj
konturi (dakle polozaji dva bliska delica u nekom trenutku ¢), sledi

(5-df):i—f-df+z7- (7.11)

-

d(dl) = dFQ — d’Fl = (U(Fg,t> — U(’I?l,t)) dt,
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a posto je . .
(1o, t) = v(ry + dl, t) = v(r, t) + (dl - V)T,

sledi da je .

7 dg) =7 ((dl- V7). (7.12)
Kako je

5 ov; 3 ov; 1 ov

7 ((dl-V)7) = ;%;dzja—% = ; dljvi = 5; dl; =
3 3
= %; dljaixj (; vf) = %df gradv?

vra¢anjem ovog izraza u ([7.12)), a zatim u ([7.11)), dobijamo

L o/dr 1
%(U-df):dl-(%Jrigradﬁ).

Zamenom poslednjeg izraza u izvod cirkulacije dobijamo:
d - d = - (dv 1 - dv 1 -
- v-dl | = —(@-dl)= ¢ dl- [ — + =gradv?® | = dl- — + = ¢ dl - gradev?.
dt f{v ]{dt(v ) f{ (dt+2grav> f{ dt+2}{ sracy
C(t) ct) ct) ct) ct)
Kako je, medutim, dl - grad F(7) = dF(7), sledi da je
j{ dl'- gradv? = 7{ d(v*) =0,
c(t) C(t)

ako je v dobro definisana funkcija, pa zaista vazi ((7.10]).
Ako je fluid idealan, onda supstancijalni izvod brzine mozemo da izrazimo iz Ojlerove jednacine
(5.2)) i zamenimo u desnu stranu relacije ([7.10)), ¢ime dobijamo:

d ) VAR
e ]{ v-dl | = 7{ di - (f — ;gradp) . (7.13)
c(t) c@®)

Posto su pretpostavke Kelvinove teoreme da su zapreminske sile potencijalne, tj. f = —gradu, kao
i da je fluid barotropan, kada vazi (gradp)/p = gradl, dalje sledi:

d . .
j{ﬂdl = %dk(—gradu—grad[):—%d(u%—]):(), (7.14)

dt
c( c(v c(

¢ime smo zaista dokazali tvrdenje Kelvinove teoreme ([7.9)).
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Jedna od posledica Kelvinove teoreme je takozvana ,,zamrznutost” vrtloznih povrsina, cevi i
linija. Naime, zamislimo jednu vrtloznu povrsinu, tj. povrsinu koju ¢ine vrtlozne linije, i uo¢imo u
nekom trenutku jednu malu konturu na njoj. Cirkulacija brzine po toj konturi je I' = jgc 7-dl =
fS rot - dS = QfSu_)’ -dS = 0, zbog ortogonalnosti vektora & i dS. U nekom slede¢em bliskom
trenutku deli¢i koji su ¢inili konturu su se pomerili, vrtlozna povrsina takode. Ako se kontura
koju ¢ine deli¢i vise ne nalazi u istoj vrloznoj povrsini, w i dS vise nece biti ortogonalni, §to znaci
da cirkulacija vise nece biti jednaka nuli, a to je u suprotnosti sa Kelvinovom teoremom. Znaci,
na vrtloznim povrSinama se uvek nalaze isti delic¢i, koji se kre¢u zajedno sa tim povrsinama i tu
osobinu nazivamo ,,zamrznutoS¢u”. To, naravno, vazi i za vrtlozne cevi, kao i za vrtlozne linije
(koje mozemo zamisliti kao presek dve vrtlozne povrsine). Posto [ gW - dS ima istu vrednost na
svakom preseku jedne vrtlozne cevi (tzv. jac¢ina vrtlozne cevi), a vrtlozna cev se stalno sastoji od
istih deli¢a, direktno sledi da se ja¢ina vrtlozne cevih ne menja sa vremenom (naravno, u sluéaju
idealnog barotropnog fluida u polju potencijalnih zapreminskih sila).

7.4 Nastajanje vrtloznog kretanja

Posto je I' = ¢, 7 - Al = Jq rott - ds = 2 [(&- dS =const i to vazi za proizvoljnu supstanci-
jalnu konturu, iz Kelvinove teoreme sledi da u idealnom barotropnom fluidu u polju potencijal-
nih zapreminskih sila vrtlozno kretanje ne moze spontano da nestane, ali ni da nastane. Drugim
recima, ako je kretanje takvog fluida u nekom trenutku potencijalno, ono ¢e i u svakom slede¢em
biti takvo, odnosno ako je u nekom trenutku vrtlozno, vrtloznost ¢e postojati u svakom slede¢em
trenutku. Odatle zaklju¢ujemo da su uzroci nastanka vrtloznog kretanja u idealnom fluidu ili
narusenje barotropnosti (tj. nastanak uslova u kojima fluid postaje baroklin) ili postojanje nepoten-
cijalnih sila. Naravno, ukoliko fluid nije idealan, vrtlozno kretanje moze da nastane i kao posledica
viskoznosti.

7.4.1 Bjerknesova teorema

Bjerknesova teorema odnosi se na idelan baroklin fluid, koji se kreé¢e u polju potencijalnih
zapreminskih sila. Posto jednacina (7.13) vazi za bilo kakvo kretanje idealnog fluida, zamenom
f = —gradu dobijamo

d - - 1 - 1 1
— %U-dl :—fdl-gradu—%—dl-gradp:—%du—f—dp:—jg—dp. (7.15)
de p p p

c(t) c(t) ct) C(t) C(t) c(t)

Posto za barokline fluide % dp # d(p/p) sledi

d .
— v - dl 0
)

tj. cirkulacija po konturi sastavljenoj od istih deli¢a moze da se menja, odnosno usled baroklinosti
potencijalno kretanje moze da prede u vrtlozno i obrnuto.
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Slika 7.1: Referentni sistem vezan za Zemlju je neinercijalan...

7.4.2 Uticaj rotacije Zemlje na stvaranje vrtloga

U osnovnoj jednacini dinamike , koja vazi za bilo kakvu kontinualnu sredinu zapreminske
sile f poti¢u samo od interakcije izmedu tela (tzv. prave sile), a sama jednacina u tom obliku vazi
samo u inercijalnim sistemima. Ako bismo hteli da napisemo osnovnu jednacinu dinamike u odnosu
na neki neinercijalni sistem, onda bi izraz za supstancijalni izvod brzine, koji predstavlja ubrzanje
deli¢a, trebalo napisati tako da se u njemu eksplicitno pojavi ubrzanje u odnosu na neinercijalni
sistem, tzv. relativno ubrzanja. Nas ¢e ovde zanimati samo relativno kretanje fluida u odnosu na
Zemlju (slika, koja rotira ugaonom brzinom Q, pa ¢emo iskoristiti aproksimativnu vezu poznatu

iz opsteg kursa mehanike:
dv dv -
— == — P20+ 20 X U, . 7.16
(dt)aps (dt)rel p+ el ( )

W)

U ovoj jednacini indeks ,,aps” oznacava da se veli¢ina uz koju taj indeks stoji racuna (meri) u
odnosu na inercijalni sistem, a indeks ,,rel’ oznacava velicine merene u odnosu na sistem vezan

za neku tacku A na povrsini Zemlje (neinercijalni sistem), dok je g vektor ¢iji je intenzitet jednak
rastojanju tacke A od ose rotacije Zemlje, a smer od ose ka tacki A.

4z - 1
) G025 20 X G — —gradp
dt rel P

dr i, R 1 .
el —Qf (Q X Ure,) Sdi - % Zoradp - di
dt p

c(t) c(t)



76 GLAVA 7. VRTLOZNO STRUJANJE FLUIDA

Ako je fluid barotropan

dr - q - [ - - dS
52—27{ (vam) Al =20 - j{vml xdi'= -2 =,
ct) ct)

gde je ds povrsina koju prebrise kontura za vreme dt (sledi iz osobina veli¢ine . X dl posmatrane
kao vektorski proizvod).

7.4.3 Uticaj viskoznih sila na nastajanje vrtloznog kretanja

U sluéaju Stoksovog fluida iz jednacina ([7.10]) i Stoksove jednacine sledi

dr d N _») - 1 . -
- = 74 v-dl :74 f— —gradp + vAv) - dl.
e dt < o) C’(t)( P )

Ako je fluid barotropan, a zapreminske sile potencijalne prva dva sabirka u poslednjoj podinte-
gralnoj funkciji daju nulti doprinos kada se prointegrale, pa ostaje

r . . 4 .
d— =y j{ AUV-dl = —v j[ rotrotv - dl = —2v ]{ rotw - dl = —2v // rotrotd - d.S',
de o) o) o) s

gde smo u poslednjem koraku iskoristili Stoksovu teoremu. Posto je uvek dived = 0, uvek vazi i
relacija rotrotd = —Ad, tako da konac¢no za brzinu promene cirkulacije brzine dobijamo

d—F:2y//A<D-d§,
dt S

Sto znaci da cirkulacija brzine po supstancijalnoj konturi, u Stoksovom barotropnom fluidu, koji
struji u polju potencijalnih zapreminskih sila, moze da se menja u slucaju kada je A& # 0.

7.5 Dimenziona analiza

Na primeru protoka u sluc¢aju Poazejevog proticanja (odeljak demonstrira¢emo primenu
dimenzione analize, koja se ¢esto primenjuje kada ne umemo egzaktno da resimo neki problem.
Pretpostavimo da nam nije poznat izraz za protok @, ali da znamo (recimo, iz eksperimenta) da
protok zavisi od polupre¢nika cevi R, gradijenta pritiska K i osobina Stoksovog fluida: gustine p i
koeficijenta viskoznosti 1. Osim toga, pretpostavi¢emo i da je () stepena funkcija tih velic¢ina, oblika

Q= Cp"K Rn, (7.17)

gde je C' bezdimenziona konstanta. Jedinice (dimenzije) veli¢cina sa leve i desne strane gornje
jednakosti moraju biti iste. Posto se u mehanici sve veli¢ine mogu izraziti preko jedinica osnovnih
veli¢ina: duzine (L), vremena (T') i mase (M), dimenzije veli¢ina koje se javljaju u toj jednakosti
treba izraziti preko njih:

Q= |MT™", K|=|MT L™, pl=|ML™, n|=|ML'T™". (7.18)
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U prethodnim izrazima smo oznakom | = | naznacili jednakost jedinica fizickih veli¢ina sa leve i
desne strane jednakosti. Zamenom jedinica u pretpostavljenu relaciju ((7.17) sledi

MT™ Y = |(ML™**(MT 2L’ L(ML~'T~ 1), (7.19)

odakle poredenjem stepena iste osnovne jedinice sa leve i desne strane jednakosti dobijamo jednacine:

M l=a+0b+d (7.20)
T . 1=2b+d (7.21)
L : 0=-3a—20b+c—d (7.22)

Resavanjem ovog sistema od 3 jednacine po nepoznatim b, ¢ i d dobijamo:
b=a, c=1+3a, d=1-2a. (7.23)

Zamenom tako dobijenih b, ¢ i d u ([7.17)) sledi da je

KR3\*

Lako se proverava da su velicine f; = Q/(Rn) i fo = pKR?/n? bezdimenzione veli¢ine, $to znaci
da bismo umesto da radimo sa prvobitnih 5 dimenzionih veli¢ina: @, R, K, p i n, mogli da radimo
sa samo dve bezdimenzione velicine f; i fo. U opstem slucaju, ako razmatramo samo mehanicke
probleme, moze se na analogan nac¢in (poredenjem dimenzija) pokazati da se umesto n + 1 fizicke
veli¢ine moze uvesti n — 2 bezdimenzionih kombinacija tih veli¢ina (tzv. II-teorema). U slucaju
odredivanja protoka kod Poazejevog proticanja ostaju jos dva koraka: trebalo bi odrediti stepen a
i bezdimenzionu konstantu C. To je moguce odrediti iz eksperimenta na sledeé¢i nacin: za razne

vrednosti parametara R, K, p i n treba izmeriti protok @), izracunati veli¢ine f; i fo i crtati In f; u
funkciji In fo. Posto iz relacije ((7.24) sledi

Infi=InC+alnfs, (7.25)

dobijeni grafik bi trebalo da bude prava linija, ¢iji je nagib odreden brojem a, a InC odgovara
odsecku na ordinati. To je, naravno, tacno jedino ako je pretpostavka (7.17)) tac¢na, Sto mozemo
lako da proverimo znajuci izraz za brzinu u slucaju Poazejevog strujanja

KR? T\ 2
7= 1 (—) 2. 7.26
T ( R ) ’ (7=26)
Pomocu formule za protok ovde onda dobijamo

. R pom KR (B 2 KrpR*
o= [ [oias=p [* [T etnmardp=2mo" = [ (1= (5)") rar = L qram)

tj. pretpostavka o stepenoj zavisnosti protoka od velicina R, p, K i 1 je bila tacna, a iz grafika
(7.25) trebalo bi da se dobije a =11 C' = 7/8.
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7.6 Difuzija vrtloga

Zamislimo beskona¢no dugacak ¢vrsti cilindar poluprecnika a, koji rotira konstantnom ugaonom
brzinom §2 oko sopstvene ose u Stoksovom fluidu, koji ispunjava ceo prostor van cilindra. Ako se
fluid krece laminarno, samo usled rotacije cilindra i ako se zapreminske sile mogu zanemariti, u
stacionarnom rezimu mozemo uzeti da se deli¢i kre¢u po kruznicama ¢iji centri leze na osi cilindra,
pri ¢emu brzina zavisi samo od rastojanja r od ose cilindra:

7=uv(r)e,, (7.28)

gde je ¢ ugao u cilindricnom koordinatnom sistemu u kome se z-osa poklapa sa osom cilindra.
Zamenom ovakvog oblika brzine u Stoksovu jednacinu sledi jednacina:

v? 1dp nd [/1d
—e =——¢ +-—-— e, 7.29
r ¢ pdre + pdr (r dr (rv)) e ( )
a iz nje:
1d
odakle je
T 02
=Ci—+ == 31
o(r) = Cig + (7.31)

Konstanta €'} u ovom slu¢aju mora biti jednaka nuli, poSto nema nikakvog fizickog razloga da
na jako velikim rastojanjima od ose cilindra brzina postaje neograni¢eno velika, a konstantu Cy

odredujemo iz uslova slepljivanja na povrsini cilindra: v(a) = af2, pa je konaéno
_ Qa®
or

v(r)

Ako je cilindar jako tanak (a — 0), a ugaona brzina njegove rotacije veoma velika (2 — o0), ali
tako da je proizvod Qa? kona¢an, onda mozemo uzeti da je profil brzine svuda sem na samoj z-osi
oblika:

(7.32)

r
U= —=¢€ 7.33
V=€, (7.33)
gde smo konstantu I' uveli tako da je
r
. 2 _
a—>(lJl,§Izn—>oo Qa” = 9 (7.34)

Vidimo da smo na ovaj nacin dobili profil brzine koji odgovara modelu linijskog vrtloga (odeljak
[1.7.2), ¢ije smo osobine ve¢ razmatrali.

Pretpostavimo dalje da se u nekom trenutku cilindar naglo zaustavi i uzmimo taj trenutak za
pocetni t = 0. Kako ¢e se fluid kretati nakon toga? Ako pretpostavimo da se osnovna simetrija
ne¢e promeniti, tj. da brzina u svakom trenutku ima oblik:

v =uv(rt)e,, (7.35)

onda iz Stoksove jednacina sledi diferencijalna jednacina:

ov o (10
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Mozemo da pokusamo da nademo resenje ove jednacine dimenzionom analizom, tj. pretpostavimo
da je brzina funkcija rastojanja r, vremena t i kinematickog koeficijenta viskoznosti v, prostog
stepenog oblika:
v(r,t) = Krit®ve.

Poredenjem jedinica veli¢ina sa leve i desne strane prethodne relacije dobijamo da bi brzina trebalo
da bude oblika v = K%(tv/r?)°. Zamenom takve funkcije u jednacinu (7.36)), medutim, lako se
proverava da takva funkcija ne moze biti resenje jednacine. Pokusa¢emo dalje da nademo resenje
jednacine u obliku:

r
v(r,t) = —f(r?*/tv), (7.37)
27r
gde je f nepoznata funkcija. Iz jednacine ([7.36)) u tom slucaju sledi jednacina
Af" 4 =0, (7.38)

gde smo sa ’ oznacili izvod funkcije f po njenom argumentu w = r?/tv. ReSavanjem ove jednacine

dobijamo
f(w) = A+ Be /%, (7.39)

gde su A 1 B integracione konstante koje odredujemo iz uslova da je u pocetnom trenutku profil
brzine odgovarao linijskom vrtlogu

r
t=0)= — 7.40
ot =0)= o, (7.40)
odakle sledi da je A = 1, kao i uslova da posle nekog vremena nakon zaustavljanja cilindra i fluid

treba da se zaustavi (posto se kretao samo usled rotacije cilindra):

tlim v(r,t) =0. (7.41)

Znajuci da je A =1 iz ovog drugog uslova sledi da je B = —1, tako da se kona¢no dobija

r 2
)= —(1—e /"), 7.42
o(r, 1) = 5 (1= /) (7.4
[zracunajmo vektor vrtloznosti & koji odgovara ovakvom profilu brzine:
ig €, ig

— — ]‘ rar 50 TE?Z F — 8 — 2/4 t F — 2/4 t —

0= —roti == | 3 59 5 |=—@—(1—e"/") = ——e /e, (7.43)
2 0 L(1- o-r vy dmr " Or 8mut

Iz dobijenog izraza vidimo da u fiksiranom trenutku ¢ vrtloznost opada sa udaljavanjem od z ose i
to po eksponencijalnom zakonu. Ako dalje izra¢unamo izvod vrtloznosti po vremenu t:

oo s r o efr2/41/t s r efr2/4ut ( r2 1)

w_g L9 —z L 44
ot ¢ rvot ¢ ¢ 8wy 2 4ut (7.44)

vidimo da je za fiksirano r on jednak nuli u trenutku ¢ = 7 = r?/4v. Nije tesko proveriti da je
drugi izvod & po vremenu u tom trenutku negativan, sto znaci da se za fiksirano r, vrtloznost prvo
povecava, do trenutka t = 7, kada dostize svoju maksimalnu vrednost

r ., T
—e = —F,
SruT 2mer?

(7.45)

Wmax =

a zatim opada do nule. Iz svega ovoga zaklju¢ujemo da se usled viskoznosti ,,vrtlog”, koji je u
pocetnom trenutku zahvatao Cestice samo na z osi, Siri i rasplinjava, tj. dolazi do difuzije vrtloga.
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Glava 8
Pogranicni sloj

Pretpostavka da je fluid idealan sa dosta velikom tacnoséu cesto moze da se primenjuje u oblas-
tima fluida koje su daleko od nekih ¢vrstih granica. U blizini takvih granica, medutim, dolaze
do izrazaja viskozne sile, sto ¢emo demonstirati na slede¢em primeru, koji predstavlja jedan grubi
model za proticanje vode kroz podzemni kanal.

Pod delovanjem konstantnog gradijenta pritiska Stoksov fluid gustine p i koeficijenta viskoznosti
71 stacionarno protice izmedu dve nepokretne ravne, jako velike, paralelne ploce, koje su porozne.
Gradijent pritiska ima pravac paralelan plocama, recimo da je gradp = Ke,, i neka ploce leze u
ravnima y = 0 1 y = a. Zbog poroznosti ploc¢a postoji i strujanje fluida normalno na njihovu ravan
(i pravac gradijenta), tako da éemo pretpostaviti da brzina deli¢a fluida ima oblik

U= Ul(y)é, + uoéy , (8.1)
gde je ug konstanta, a U(y), tj. komponentu brzine nastalu usled postojanja gradijenta pritiska
paralelnog plocama, treba da odredimo iz Stoksove jednacine. Takode, ovde pretpostavljamo da
je jedina zapreminska sila gravitaciona sila, f = —gé,. Ako pretpostavljeni oblik brzine
zamenimo u Stoksovu jednacinu i tako dobijenu jednacinu projektujemo na x-osu sledi dlfer—
encijalna jednacina:

du 1 d2U
=—K — 8.2

e

uw)

Slika 8.1: Proticanje Stoksovog fluida kroz kanal sa poroznim zidovima.
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f=[zxp (B3 - 1) f (exp (R)-1]

R=100
o_s
o.6

R=10
o_3r
0.2 Rzl

: u|
o_z .4 o_& o_a 1

Slika 8.2: Grafik horizontalne komponente brzine strujanja Stoksovog fluida kroz kanal sa poroznim
zidovima, za razne vrednosti Rejnoldsovog broja.

¢ije opSte resenje ima oblik

UV ugy K
—e v —_ 2
Uo Plo

Y+ 01 ; (83)

Uzimajuéi da je tangencijalna komponenta brzine neposredno uz zidove jednaka nuli, tj. U(0) =
U(a) = 0, dobijaju se vrednosti integracionih konstanata

K upa -1
ClZ—CL(e%—l) ) C2Z_Cli7
pv

U(y) = 22 (—‘1 . g) . (8.4

y u,
Pl e v —1 a

pa je

Ako se umesto y za promenljivu uzme n = y/a, onda tangencijalna komponenta brzine moze da se

napise u obliku

Ka [eften — 1 )

Un=————- , 8.9
= ( . (85)

gde je R, = wpa/v bezdimenziona veli¢ina, tzv. Rejnoldsov broj. U realnim situacijama na koje
ovaj model moZe da se primeni broj R, je mnogo veéi od 1, na primer, za vodu je v = 1.1-107m? /s,
a ako se uzme da je §irina kanala a = 1m i brzina kojom voda prolazi kroz ploce ug = 10™*m/s,
priblizno se dobija R, = 100. Posto je 0 <7 < 1, u najveéem delu Sirine kanala je

Uln) ~ ——"p,
(n) o

upy upa

Sto se moze i numericki proveriti (npr. za R, =100in=0.9je (e v —1)/(ev —1)=45-107° <
0.9). Na slici [8.2] prikazan je profil brzine za nekoliko vrednosti Rejnoldsovog broja. Vidi se da tek
za vrednosti y bliske a brzina U pocinje naglo da opada i smanjuje se do nule uz gornji zid, tj. za

Y = a.
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Ako bi viskoznost mogla da se zanemari, onda bi se stavljanjem v = 0 u jednacinu (8.2)) dobila
jednacina

dU 1
uy— = ——K, (8.6)
dy p
Cije je reSenje
K
Plo

gde je A integraciona konstanta. U ovom slu¢aju nemogucée je zadovoljiti oba grani¢na uslova
slepljivanja (a nema ni potrebe, posto smo zanemarili viskoznost), ali je prihvatljivo uzeti A = 0,
¢ime je barem donji grani¢ni uslov zadovoljen. U tom slucaju je razlika izmedu brzine za viskozni i
neviskozni (v = 0) fluid zanemarljiva u skoro celoj 8irini kanala. Jedino u uskom pograni¢nom sloju,
u neposrednoj blizini gornjeg zida viskoznost dolazi do izrazaja, tako sto dovodi do eksponencijalnog
smanjivanja brzine od relativno velikih vrednosti do nule.

Uprkos jednostavnosti, ovaj model ispoljava osnovne karakteristike, koje se cesto javljaju u
realnim situacijama:

e u ve¢em delu oblasti kroz koju fluid protice profil brzine odgovara resenju jednacine za idealan
fluid, koje ne zadovoljava sve grani¢ne uslove za viskozni fluid;

e postoji uski pogranicni sloj u kome viskoznost dolazi do izrazaja;

e debljina pograni¢nog sloja zavisi od vrednosti Rejnoldsovog broja - sto je on veéi pograni¢ni
sloj je uzi;

e brzina se u pogranicnom sloju priblizava svojoj grani¢noj vrednosti po eksponencijalnom
zakonu.
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Glava 9

Talasi u fluidima

9.1 Jednodimenzionalno prostiranje malih poremecaja u
idealnom barotropnom fluidu van polja zapreminskih
sila

9.2 Talasi u nestisljivom idealnom fluidu, pod delovanjem
gravitacione sile

Pretpostavimo da je na mirnoj povrsini jako velikog rezervoara u kome se nalazi nestisljiva
tecnost doslo do nekog malog poremecaja, usled cega se povrsina ustalasala. Uveséemo Dekartov
koordinatni sistem tako da mirna povrsina vode (pre nastanka poremecaja) definise ravan Oxqx,,
a osa Ox3 je usmerena suprotno gravitacionom ubrzanju, tako da je § = —ges. Smatra¢emo da je
dubina rezervoara beskonacno velika, tako da je brzina deli¢a vode na samom dnu rezervoara jednaka
nuli, tj lim,, ,(_o) ¥ = 0. PoSto nas interesuje kretanje tecnosti prevashodno u povrsinskom delu,
dakle daleko od ¢vrstih zidova, mozemo tretirati tecnost kao idealan fluid. Takode, posto je te¢nost
u pocetku mirovala, a jedina zapreminska sila koju uzimamo u obzir je gravitaciona sila (koja je
potencijalna), mozemo da smatramo da je kretanje do kojeg dolazi usled poremecaja bezvrtlozno
(prema Kelvinovoj teoremi, vrtlozno kretanje ne moze spontano da nastane u idealnom barotropnom
fluidu, koji se nalazi u polju isklju¢ivo potencijalnih zapreminskih sila), pa je

v = grad® .

Posto je tecnost nestisljiva, vazi dive’ = 0, a onda, kao posledica toga, sledi da potencijal brzine ®
zadovoljava Laplasovu jednacinu:
Ad=0. (9.1)

Problem kretanja talasa po povrsini nestisljive tecnosti, dakle, moze da se razmatra reSavanjem
Laplasove jednacine uz odgovarajuc¢e granicne uslove. Granic¢ni uslovi za potencijal ® sledice iz
uslova da je na samoj povrsini tecnosti pritisak jednak atmosferskom pritisku py:

p(x17x27x3 :Z(x17x27t>7t) = Do, (92>
gde
xg = z(xq, 9, 1) (9.3)
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predstavlja jednacinu slobodne povrsine tec¢nosti u proizvoljnom trenutku, kao i ve¢ pomenutog
uslova da je brzina na velikim dubinama jednaka nuli, tj:

lim ¥= lim grad® =0. (9.4)

T3——00 T3——00

Pretpostavimo da je potencijal funkcija oblika
(21, 19, 73,1) = Po(21, 29, 1) f(23)

pa ga uvrstimo u Laplasovu jednacinu (9.1)), ¢cime dobijamo:

P> 020 0P 2D,  02d, azf
f(x3) —

= — Py—5 =0.
dz?  Ox% 023 x? T 3 T ¥ da?

Ako poslednju jednacinu podelimo sa @ sledi:

1(&%0 acho) 1 d2f

Do \ 022 " 922 )

f(wz) dag

Posto leva strana ove jednacine zavisi samo od vremena t i koordinata x; i x5, a desna samo od
koordinate 3, iz medusobne nezavisnosti ovih promenljivih sledi da obe strane treba da budu
jednake istoj konstanti C, pa na taj nacin dobijamo slede¢e dve jednacine:

1 [0?°®, 0%,
3y <—3x% + —ax% > =C, (9.5)
1 d2f
- =0C. 9.6
f(x3) da? (96)
Poslednju jednacinu mozemo da prepiSemo kao
d2f
a2t Cf(xs) =0, (9.7)

Sto je obi¢na diferencijalna jednacina drugog reda sa konstantnim koeficijentima, ¢ije opSte resenje
zavisi od znaka konstante C'. Ako je C negativan broj, onda je opSte reSenje ove jednacine oblika

f(x3) = Ajeh™s + Aye ks
gde je C' = —k? (k > 0). Sa takvim f brzina bi imala oblik

) o
Q_‘ + %gg) + (I)okf(Alekx3 — Age_k$3)gg s

U(xy, o, x3,1) = (Alekx:" + Age_kx?’) (8 €1
T )

§to bi zbog ¢lanova koji sadrze e *#3 tezilo beskonac¢nosti kada x3 — —oo. Da bismo to izbegli
potrebno je da uzmemo da je konstanta A, jednaka nuli, tj. potencijal ima oblik

(P(Il,x%x?n t) = q)O(xlvx%t)eka:?) ) (98)
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gde smo konstantu A; ukljuéili u funkciju ®,. Ako bi C' bio pozitivan broj, tj. C' = k2, kK > 0, za f
bismo dobili funkciju
f(z3) = By cos(kzs) + By sin(kxs) .

Lako se proverava da nije moguce odrediti konstante B; i By tako da je zadovoljen uslov da kada
r3 — —oo brzina v tezi nuli.

Granicni uslov na povrsini tec¢nosti moze se dovesti u vezu sa potencijalom brzine pomocu
Kosi-Lagranzevog integrala, koji ovde vazi posto se radi o nestisljivoj idealnoj tec¢nosti, koja se
potencijalno kre¢e u polju potencijalne zapreminske sile. U ovom slucaju Kosi-Lagranzev integral

ima oblik 9% 1
p
— 4+ i tgrs+ S =F(t),
ot 3 grs P (t)
gde je p gustina tecnosti, a F'(t) neka funkcija vremena. Posto razmatramo slucaj malih poremecaja,
mozemo da pretpostavimo da su brzine delica male, pa ¢emo zanemariti ¢lan v?/2, tako da na

povrsini tecnosti, gde je p = po, Kosi-Lagranzev integral dobija oblik
0 pot
— | ®+— — [ F(t)dt =0.
o (@ 2 [P + g

'
@:@+%}—/F@a

takode moze da se uzme za potencijal brzine, posto je

Funkcija

7 = grad® = gradd’,

a vazi i Laplasova jednacina, pa ¢emo u nastavku raditi sa funkcijom @', ali ¢emo je pisati bez znaka
,,prim”. Grani¢ni uslov koji tako definisani potencijal ® na povrsini tec¢nosti treba da zadovoljava
onda ima oblik

0P
w + gz(xy,29,t) = 0. (9.9)

Parcijalnim diferenciranje ovog uslova po vremenu sledi
0*® 0z(x1, To,t
+g ( 1,2 )

ot? ot

=0. (9.10)

S druge strane je

dz(xy,20,t) Oz . h 0z . +%_ﬁ +% _'_%N 0z(x1, w9, 1)
dt ow T om ot Om t om t ot ot

gde smo zbog pretpostavke da su brzine deli¢a male, kao i da se deli¢i na povrsini te¢nosti malo

udaljavaju od ravni z = 0, zanemarili nelinearne ¢lanove 88—;101 + 8%02 u odnosu na linearni 2

ot
Kako je na povrsini tecnosti

dz 0P
E -5 8_13 x3=2(21,%2,t)
iz sledi
0?d 0P
{W + ga_x?)] z3=2(T1,T2,t) -
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odnosno, ponovo primenjujuéi pretpostavku da je z(xi,x9,t) malo, konaéno dobijamo priblizni
granicni uslov za potencijal na slobodnoj povrsini tec¢nosti u lako primenljivom obliku:

0% 0P
—_— —_— =0. A1
G+ a] 0 (0.11)

Zmnaci, da bismo resili problem prostiranja talasa male amplitude po povrsini tecnosti potrebno je
da resimo Laplasovu jednacinu (9.1) uz granic¢ne uslove (9.4]) i (9.11)). Kada na taj nacin dobijemo
®, onda iz mozemo da nademo i pribliznu jednacinu slobodne povrsine tecnosti kao:

( " 1 09
r3 = 2(z1, 7 =—— —
3 1, L2, g ot

(9.12)

x3=0

Veé smo pokazali da potencijal mozemo da trazimo u obliku ®(x1, 2o, x3,t) = Pg(x1, T2, t)ekss.
Dalje ¢emo razmotriti pojednostavljeni slucaj u kome potencijal ne zavisi od koordinate x5 i

Oy = G(x1)H(). (9.13)
Iz jednacine ((9.5) onda sledi jednacina
de(l’l)
d—:c% + k2G<£L‘1) =0,
¢ije je opsSte resenje
G(x1) = Cy cos(kxy) + Cysin(kzy) . (9.14)

Iz grani¢nog uslova (9.11)) sledi jednacina

d*H (t)
dt?

+gkH(t) =0,
Cije je opSte resenje

H(t) = Dy cos(wt) + Dy sin(wt), (9.15)
gde je w = /gk. Nije tesko videti da sa takvim G' i H funkciju &3 mozemo da napisemo u obliku

Oy(x1,t) = Eycos(kry — wt + aq) + Eycos(kxy + wt + an)

gde su Fy, Es, a1 i as konstante koje se mogu dovesti u vezu sa integracionim konstantama C',
Cs, Dy i Dy. Ovo odgovara ravnom monohromatskom talasu koji se prostire u pravcu x; ose, pri
¢emu se prvi sabirak odnosi na prostiranje talasa u pozitivhom smeru te ose, a drugi na prostiranje
talasa nasuprot x; osi. Brzina prostiranja ovakvog talasa jednaka je

= =,/Z, 9.16
c= ’ (9.16)
Za razliku od zvucnih talasa, gde je fazna brzina talasa bila konstantna i iznosila ¢ = / g—z, ovde ¢

zavisi od talasnog broja k, odnosno od talasne duzine A = 27 /k. Drugim recima, postoji disperzija.
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Razmotrimo dalje samo slucaj talasa koji se prostire u smeru x; ose. Potencijal tada ima oblik:
® = ek cos(kr — wt + a),

pa iz (9.12)) sledi jednacina slobodne povrsine tecnosti:

2(x1, e, t) = _7w sin(kz, —wt + a) .

w

Dakle slobodna povrsina tecnosti ima oblik sinusnog talasa, koji se prostire brzinom ¢ = ¢ =

%

\/g—g, Sto znaci da se talasi vece talasne duzine prostiru brze od krac¢ih talasa.
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Termodinamika neprekidnih sredina
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Glava 10

Prvi princip termodinamike u
kontinualnoj sredini

Uoc¢imo u proizvoljnoj kontinualnoj sredini malu supstancijalnu zapreminu AV, mase Am i
srednje gustine p. Razmotrimo Sta se deSava sa takvim telom u termodinamickom smislu, u in-
finitezimalno kratkom vremenskom intervalu d¢. Prema prvom principu termodinamike rad d A koji
izvrse sile koje deluju na ovo telo, kao i toplota d@) koju telo primi iz okoline, trosi se na povecanje
njegove unutrasnje energije. PoSto se ovo malo telo u opstem slucaju i kreé¢e, potrebno je uzeti u
obzir i promenu njegove kineticke energije, tako da prvi princip termodinamike u ovom sluc¢aju ima
oblik

d(AEy) +d(AU) = dA + dQ, (10.1)

gde je AFE} kineticka, a AU unutrasnja energija tela. Unutrasnja energija tela jednaka je zbiru
kineticke energije molekula od kojih se telo sastoji, u odnosu na centar mase tela, i potencijalne
energije medusobne interakcije molekula. Ona se moze izraziti preko masene gustine unutrasnje
energije u (unutrasnja energija po jedinici mase) kao

AU = uAm = upAV , (10.2)

posto se radi o malom telu (u je ovde masena gustina unutrasnje energije u centru mase tela).
Sliéno, kineticka energija tela priblizno je jednaka

1
AE), = EAmzﬂ, (10.3)

gde je ¥ brzina centra mase tela.

10.1 Rad povrsinskih sila

Ukupni rad sila koje deluju na telo jednak je zbiru rada povrsinskih dAP°" i rada zapreminskih
sila dA**". Ukoliko grani¢nu povrsinu celog tela AS izdelimo na infinitezimalno male povrsine
dS, onda je rad koji izvrse povrsinske sile na takvoj infinitezimalnoj povrsini za vreme d¢ jednak

(75dS) - dr, gde je P tenzor napona, a di = vdt pomeraj povrsine dS za to vreme. Ukupni rad
povrsinskih sila onda dobijamo sumiranjem, tj. integraljenjem po celoj povrsini AS:

dAPT — 7( (PdS) - dF = dt 7{ (PdS) - 7. (10.4)
AS AS
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Ako vektor dS razlozimo na njegove Dekartove komponente, tj. napiSemo ga u obliku
dS = (dS - @)é, + (dS - &)é, + (dS - &)és,
pa zamenimo u prethodni integral, dalje dobijamo:
d AP = dt]{ (P((AS - &)@ + (dS - &)& + (A4S - &)é3)) - 7 =
AS
= dt f ((AS - &)Pé) + (dS - &)Pé, + (45 - &)Pés)) - 7 =
AS
= dt]{ ((dS- &) Py, + (dS - &) Py, + (A4S - &) Py,)) - 0 =
AS
_ dtf (A5 - &)(Ps - §) + (A5 - &)(Ps, - §) + (A5 - &)(Bs, - 7)) =
AS
- dtj{ ds - (51(1551 )+ &Py, - T) + & (P, - U)) — dt]{ a5 B,
AS AS
gde je

B=2¢(Ps - 0) +&(Ps, - 0) 4 &(Ps, - 7).

Primenom teoreme Gausa-Ostrogradskog dalje dobijamo

dAPT = dt / dVdivB, (10.5)
AV

pa je potrebno izracunati divergenciju vektora B:

dlvB—ai1 (ﬁ -ﬁ)+%<ﬁ€2~ﬁ>+%<ﬁ%-ﬁ> :

Posto je

sledi:

5 oo, ap,, 3 op.,
- Z 8Z]Pji + Z v; 87;] = Z TP + Zvjz 87;] , (10.6)
i, i j=1 2 - - i

. A, . . . . . B
gde je 7;; = %. Kako je tenzor napona P simetri¢an, prva suma u dobijenom izrazu za divB dalje
moze da se napise kao:

> 77

1,j=1

3

3 3 3

ij=1 i,j=1 i,j=1

=
—_

]:
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gde su §j; i Rj; redom elementi tenzora brzine deformacije i tenzora vrtloznosti, tj.

B 1 O’Uj 81)2' N 1 8’0]' 81@
S]Z N 5 <8IZ + 8%) 7 R]Z N 5 (81‘1 0%) .

Posto je tenzor vrtloznosti antisimetrican, vaze sledece transformacije:

3 3 3 3 3
D RiPy=—) RyPy=—) RyPi=—Y RiPy=— R;Py.

1,j=1 1,j=1 1,j=1 J,i=1 1,j=1

gde smo prvo iskoristili antisimetri¢nost tenzora vrtloznosti, zatim simetri¢nost tenzora napona,
onda smo promenili redosled sumiranja po indeksima ¢ i 7 i na kraju u celoj dvostrukoj sumi
zamenili mesta nemim (tekué¢im) indeksima ¢ i j. Dalje direktno sledi da je

3
> RiPiy =0,
ij=1

Sto znaci da je

Z = Z S;iPi; = Tr(SP).

i,j=1
Imajuéi u vidu definiciju divergencue tenzora, mozemo da napisemo

o 3 o 3 . 673,
divP = ;eile(Pei) = Zez Z « O <€j z)> - Z ‘i Z 6$; ’

=1 7=1 i=1 J=1

odakle je
3 3

7 divP = szm’ﬂ > ZW” > Z‘”’ﬂ

gde smo u pretposlednjem koraku zamenlh mesta nemim mdeksnna ¢ 1 j, a u poslednjem ponovo
iskoristili simetricnost tenzora napona. Posto poslednja suma koju smo dobili figurise u izrazu
(10.6|) za divergenciju vektora B, konacno mozemo da napisemo

divB = Tr(SP) + 7 - divP,
pa je, prema (10.5), rad povrsinskih tela jednak

dAPT — ¢ / (Tr(375) +7- div75) AV = dt (Tr(Sﬁ) +7- divﬁ) AV, (10.7)
AV

gde se poslednji izraz u zagradi racuna u centru mase malog tela Am.

10.2 Rad zapreminskih sila
Ako zapreminu malog tela izdelimo na infinitezimalne deli¢e dV', rad koji za vreme dt izvrsi

zapreminska sila masene gustine f na tom deli¢u jednak je ( 1 pdV') - dr' = di( 1, pdV') - . Ukupni rad
zapreminskih sila na celom malom telu dobijamo integracijom po zapremini tog tela, tj:

dA7P" = dt / (fpdV) - T~ dtAVpf - 7, (10.8)
AV

gde su p, f 1 v vrednosti tih veli¢ina racunate u centru mase tela.
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10.3 Promena kineticke energije AL}

Skalarnim mnozenjem opste jednacine dinamike za kontinualnu sredinu

v - 1. =«
= ZdivP
& f+ p iv
vektorom brzine v dobijamo:
dv > 1
*.d—: =0 i divP,
odnosno
1 dv? -

Ako ovu jednacinu pomnozimo masom Am = pAV malog tela koje razmatramo, imajuéi u vidu da
se ta masa u toku kretanja ne menja, za promenu kineticke energije tela dobijamo

dAEk d (ATTLUQ )

a  at\ 2

= pAV (7 [+ %17- divP). (10.9)

10.4  Vektor ¢ gustine fluksa toplote

Osnovna veli¢ina kojom se u fizici kontinuuma opisuje protok toplote je wvektor gustine fluksa
toplote ¢. Svojim smerom i pravcem ovaj vektor pokazuje pravac i smer proticanja toplote, a njegov
intenzitet jednak je koli¢ini toplote koja u jedinici vremena prode kroz jedinicnu povrsinu. Ako
uoc¢imo neku zapreminu V' unutar kontinualne sredine, ogranicenu povrsinom S, onda iz definicije
vektora ¢ sledi da je ukupna koli¢ina toplote koja u jedinici vremena ude u tu zapreminu jednaka

4@ _ —7{(} ds = —/ divgdV (10.10)
dt s v
gde smo u poslednjem koraku iskoristili teoremu Gausa-Ostrogradskog. Znak minus pojavio se zato
Sto smo ort normale, tj. vektor ds , u povrSinskom integralu orijentisali onako kako je uobicajeno,
tj. iz oblasti koju zatvorena povrSina ogranicava prema spoljasnjoj oblasti.

Ako izraz ((10.10) primenimo na termodinamiki proces koji razmatramo, mozemo da napisemo
da je koli¢ina toplote d@ koju malo telo Am primi za vreme dt jednaka

dQ = —dt / divgdV ~ —dtAVdivq, (10.11)
AV

gde je divq vrednost divergencije vektora gustine fluksa toplote izracunata u centru mase tela.

10.5 Jednacina gustine unutrasnje energije

Zamenom izraza koje smo dobili za rad povrsinskih (10.7)) i zapreminskih sila ((10.8)) izvresen
nad razmatranim malim telom, promenu njegove kineticke energije ((10.9)), kao i koli¢inu toplote
(10.11)) koju to telo primi, u prvi princip termodinamike ([10.1)) dobijamo sledeéu jednacinu

—

dtpAV (T - f + L. divP) + d(uAm) = dtAV pf - 7+ dt (Tr(575) + - div75> AV — dtAVdivg.
P
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Sredivanjem ove jednac¢ine dobijamo
dupAV = dtTr(SP)AV — dtAVdiv{,
odakle deljenjem sa AV dt sledi jedna¢ina koja opisuje promenu gustine unutrasnje energije:

du
p— =
dt
Osim ove jednacine, u termodinamickim razmatranjima kontinualne sredine potrebno je uzeti u
obzir i termodinamicke jednacine stanja:

Tr(SP) — divg. (10.12)

e termicku jednacinu stanja
p=pp,T),

koja povezuje osnovne termodinamicke parametre: pritisak p, gustinu p i apsolutnu temper-
aturu 7', kao i

e kaloricku jednacinu stanja
u=u(p,T),

koja povezuje unutrasnju energiju sa gustinom p i apsolutnom temperaturom 7.

Takode, potrebno je povezati i vektor gustine fluksa sa termodinamickim parametrima. U realnim
situacijama ¢esto vazi Furijeov zakon:

¢ = —rgradT, (10.13)

gde je K, tzv. koeficijent toploprovodnosti, konstanta za razmatranu sredinu. Na primer, za vodu je
k=06WK tm™ azavazduh k = 0.025 WK 'm~1

Ukoliko vazi Furijeov zakon i uslov divg = 0 (adijabatsko strujanje), direktno sledi da temper-
atura zadovoljava Laplasovu jednac¢inu: AT = 0, bez obzira na prirodu fluida.

Primer 10.5.1. Usled raznih procesa koji se desavaju u Zemljinoj unutrasnjosti, kroz Zemljinu koru
struji toplota. Srednja vrednost intenziteta vektora ¢ gustine fluksa toplote na povrsini Zemlje
iznosi ¢, ~ 0.06 W m~2 iznad kopna. Ako se za srednju vrednost koeficijenta toploprovodnosti za
povrsinske slojeve tla uzme vrednost k ~ 2W K 'm™1 sledi da je |VT| ~ qu/rk = 0.03 K/m™!,
Sto znaci da se na svaki kilometar dubine temperatura poveca za 30 K. Naravno, ovo je samo u
srednjem - zbog nehomogenosti tla vrednost gradijenta temperature na pojedinim mestima moze
znatno da se razlikuje od izracunate.

Primer 10.5.2. Ako fluid konstantne gustine p miruje, tj. ako je v = 0, onda se jednacina ((10.12))
svodi na

d
pd—? = —divq
Ukoliko vazi Furijeov zakon i ako jos pretpostavimo da je u = T, gde je ¢ = const, dalje sledi
oT
P EAT,
at  pc

Jednacina ovog oblika se zove difuziona jednacina, a koeficijent k = pﬁc je tzv. koeficijent difuzije.
Lako se proverava da on ima iste dimenzije kao kinematicki koeficijent viskoznosti v. Za vodu
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koeficijent difuzije iznosi k ~ 1.4 107" m?/s, sto je priblizno 6 puta manje od odgovarajuée vrednosti
za v.

Ako se uspostavi stacionarni rezim, kada T' vise ne zavisi eksplicitno od ¢, prethodna jednacina
dobija oblik AT = 0. Pretpostavimo da se fluid nalazi izmedu dve beskonacno velike paralelne
ploce, koje se nalaze na rastojanju d, pri ¢emu se jedna ploc¢a (x = 0) odrzava na temperaturi Tp,
a druga (z = d) na temperaturi Ty + ©. Zbog simetrije mozemo da uzmemo da je T'= T'(z), pa je
AT = d?T/dz? = 0, odakle sledi da se temperatura izmedu plo¢a linearno menja sa rastojanjem z,
tj. T = Ax + B. Iz grani¢nih uslova T(0) = Ty i T(d) = To + O sledi: T = O(z/d) + To.
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Termodinamika fluida

11.1 Disipacija energije u idealnom nestisljivom fluidu

Jednacina unutrasnje energije (10.12)) u slucaju idealnih fluida dobija jednostavniji oblik ako se
uzme u obzir konstitutivna jednacina

P=—pI
Tada je o ) )
Tr(SP) = Tr(—pS) = —pTr(S) = —pdive,
pa je
p% = —pdivv — divq.

Ova jednacina dobija sasvim jednostavan oblik ako uvedemo dodatne pretpostavke:
e u razmatranom procesu fluid je nestisljiv, tj. dive' =0 i

e divg = 0, sto je zbog relacije (10.10)) ekvivalentno tome da je koli¢ina toplote koju u jedinici
vremena bilo koji deo fluida razmeni sa okolinom jednaka nuli, tj. radi se o abijabatskom
procesu.

Uz ove pretpostavke sledi
du

PE =
tj. gustina unutrasnje energije se ne menja sa vremenom. Drugim rec¢ima, u idealnom nestisljivom
fluidu, pri adijabatskim procesima, nema disipacije mehanicke energije.

Ukoliko protok toplote postoji, tj. ako je divg # 0, onda se jednacina unutrasnje energije svodi

0, = u = const

na

U velikom broju situacija bitnih za meteorologiju moze se pretpostaviti da vazi Furijeov zakon, kao
i da je u = T, ¢ = const, pa onda iz prethodne jednacine sledi

orT K
— + v-gradl = —AT 11.1
BT + 7 - gra el (11.1)

koja povezuje temperaturu 7" i brzinu strujanja v idealnog nestisljivog fluida.
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11.2 Stoksov fluid

U slucaju Stoksovih viskoznih fluida konstitutivna jednac¢ina ima oblik
P=—pI+ 2173 .

pa je

Tr(SP) = Tr(—pS + 2nS?) = —pTr(S) + 2nTeS? = 2yTeS? = 2 Z o
1,j=1
gde smo iskoristili ¢injenicu da je Stoksov fluid po definiciji nestisljiv, kao i osobinu simetri¢nosti
tenzora brzine deformacije. Jednac¢ina promene gustine unutrasnje energije onda dobija oblik

pdt —2772 ; — divg,

1,7=1

Sto znaci da cak i u slucaju adijabatskih procesa postoji mogucénost povecanja unutrasnje energije
% > (), posto je tada

pdt —27725%20.
1,j=1

Naime, gustina p je pozitivna veli¢ina, a svi sabirci u sumi sa leve strane jednacine su nenegativni.
Zmaci, dovoljno je da je bar jednan element tenzora brzine deformacije razlicit od nule, pa ¢e se
cak i pri adijabatskim procesima unutrasnja energija Stoksovog fluida povecavati sa vremenom,
tj. postojaée disipacija mehanicke energije (efektivno, to dovodi do zagrevanja fluida). Ovo je,
naravno, posledica viskoznosti, koju smo kod idealnih fluida zanemarili.

Ako strujanje nije adijabatsko, a vazi Furijeov zakon, kao i u = T, slicno kao u sluc¢aju idealnog
fluida dobija se jednacina koja povezuje temperaturu 7' i polje brzine ¥ Stoksovog fluida:

oT 2n 4
S T gradT—p ZS +p AT . (11.2)

i,j=1

11.3 Adijabatsko strujanje stisljivog idealnog fluida

Razmotrimo malo detaljnije slucaj adijabatskog strujanja idealnog fluida. U prethodnom odeljku
smo pokazali da za idelan fluid u opstem slucaju vazi jednacina
d
p— = —pdive — div. (11.3)
dt
Ako su termodinamicki procesi do kojih dolazi pri razmatranom strujanju adijabatski, tj. divg' = 0,
ova jednacina se svodi na

pi—? = —pdivy. (11.4)

Iz jednacine kontinuiteta

d
d—f+pdivﬁz 0
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sledi 1d
divg = — == ,
p dt
pa zamenom u (11.4) dobijamo jednacinu

p
S druge strane, iz kaloricke jedna¢ine stanja fluida

u=u(p,T)

ou ou
- (& ) ar
w=(g), 9+ (57) a7

pa zamenom (|11.5)) u ovu jednacinu dobijamo

P ou ou
Pgp= (& TN ar
s~ (5p), 00+ (7)o

(@), )= Gr) om

Imajuéi u vidu da je u funkcija p i T, kao i da su p, p i T povezani termickom jednac¢inom stanja
p = p(p,T), poslednja jednacina predstavlja diferencijalnu jednacinu koja povezuje gustinu i tem-
peraturu, Sto se eksplicitno vidi, ako je prepisemo kao:

sledi

odnosno

odnosno
S (T, (11.6)

gde je ¢(p,T) funkcija koja se dobije kada se u desnu stranu pretposlednje jednacine zamene
konkretni izrazi za pritisak i parcijalne izvode unutrasnje energije. ReSavanjem ove jednacine u
principu mozemo da dobijemo zavisnost temperature od gustine 7' = T'(p), pa onda zamenom te
zavisnosti u termicku jednacinu stanja dobijamo

p=p(p,T(p)) = F(p).

Drugim rec¢ima, pritisak moze da se izrazi kao funkcija isklju¢ivo gustine, sto znaci da je idealan
fluid, koji termodinamicki moze da se tretira kao idealan gas, a koji struji adijabatski,
istovremeno i barotropan fluid.

Razmotrimo kako izgleda diferencijalna jednacina (|11.6)) u sluc¢aju kada je idealan fluid termod-
inamicki idealan gas (tj. kada se interakcija molekula od kojih se gas sastoji moze zanemariti).
Poznato je da kaloricka i termicka jednacina stanja idealnog gasa imaju oblik:

U:CVT, p:meT)
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gde je cy toplotni kapacitet jedinicne mase gasa za proces pri kome se zapremina ne menja, p,
molarna gustina gasa (broj molova gasa po jedinici zapremine) i R = 8.31.J/(molK) univerzalna
gasna konstanta. Posto je p,, = n/V, gde je n broj molova u uo¢enoj zapremini V', onda je
pm = (nM)/(VM) = p/M gde je M masa jednog mola razmatranog gasa. Termicku jednacinu
stanja onda mozemo da piSemo u obliku

R
= oR'T R =—.
Iz kaloricke jednacine stanja sledi
ou ou
EE— — = C
ap ? aT Vo

pa zamenom u (|11.6) dobijamo diferencijalnu jednac¢inu

arr — p _R'T  RT
dp  pPev  pey p(Mey)

Posto je M masa jednog mola, a ¢y toplotni kapacitet po jedinici mase, onda velicina Cy = Mcy
ima smisao molarne specificne toplote, pa prethodnu jednac¢inu mozemo da prepisemo u obliku

dT"  RT

dp pCv-
Razdvajanjem promenljivih dobijamo

dT" R dp

T Cvop’

a zatim integraljenjem obeju strana ove jednacine i
R
T = Apv,

gde je A integraciona konstanta. Zamenom u termicku jednac¢inu stanja dobijamo pritisak izrazen
u funkciji samo gustine kao:

/ 2 !
p=pRApS = A'pov ",
gde je A" = R'A takode konstanta. Ako se jos iskoristi poznata termodinamicka relacija

C,—Cy =R,

gde je C, molarna specificna toplota za procese pri kojima je pritisak konstantan, izraz za pritisak

dobija oblik

C,

it 28
p=A'pcv.
Konaé¢no, uvodeéi uobic¢ajenu oznaku v = C,/Cy dobijamo jednacinu

p=Ap". (11.7)
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Primer 11.3.1. Ako idealan fluid, koji je istovremeno i termodinamicki idealan gas, struji sta-
cionarno i adijabatski u homogenom gravitacionom polju, onda sigurno vazi Bernulijev integral
(posto smo upravo pokazali da adijabati¢nost u ovom slu¢aju znaci i barotropnost), tj.

1
502 + gr3 + I = const,

duz strujne linije, gde je funkcija I = f %. Ako ovde iskoristimo jednacinu adijabate (|11.7]), onda
je

d
1= L= A’y/p”‘de = A'Lp7_1 + const = TP + const,
p y—1 y—1p
pa Bernulijev integral dobija oblik:
1
§v2+g$3+#1—; = const . (11.8)

11.4 Barometarska formula

Pri modeliranju mnogih pojava u atmosferi sasvim dobri rezultati se dobijaju ako se pretpostavi
da je atmosfera termodinamicki idealan gas, koji struji kao idealan fluid ili miruje, tako da vazi
konstitivna jednacina P = —pZ. Ako je jedina zapreminska sila koja deluje homogena gravitaciona
sila, onda iz osnovne jednacine dinamike sledi

1
0=g— —gradp.
p

Ako uvedemo Dekartov koordinatni sistem tako da je z osa orijentisana vertikalno navise, tj. na-
suprot gravitacionoj sili, onda je § = —gé€,, pa projektovanjem prethodne jednacine na ose x i y
zakljucujemo da pritisak ne zavisi od tih koordinata, dok projekcija na z osu daje slede¢u jednacinu

_ Ldp

—g = dp = —pgdz. 11.9
9= 1% p = —pgdz (11.9)
Iz termicke jednacine idealnog gasnog stanja p = pR'T onda sledi
dp g dz
p RT’

odakle se integraljenjem dobija zavisnost pritiska od visine:

p(h) = poexp (—% /;%) : (11.10)

Ova formula poznata je kao barometarska formula. U njoj je py vrednost pritiska na nekoj
visini izabranoj za pocetnu (nultu), R' = R/M, gde je R univerzalna gasna konstanta, a M srednja
molarna masa vazduha. Takode se zanemaruje promena gravitacionog ubrzanja g sa visinom, sto
moze da se uradi ako h nije suvise veliko.

Konkretna zavisnost pritiska od visine zavisi¢e od toga kako se temperatura 7" menja sa visi-
nom. Najjednostavniji je, naravno, slucaj kada je temperatura konstantna, sto se sa dosta dobrom
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tacnoséu moze prihvatiti za velike vazdusne slojeve u oblasti atmosfere na visinama od 10 do 20km.
Iz barometarske formule ((11.10)) onda direktno sledi

p(h) = po e ETh = poefh/H ;

gde je H = R'T/g, koje za temperaturu 7" = 227K (3to je realna temperatura za te visine) iznosi
H = 6.65km.

U nizim slojevima atmosfere dolazi do znac¢ajnog mesanja slojeva usled raznih uticaja, pa se
za vece oblasti ne moze uzeti da je temperatura konstantna. Ukoliko postoje izmerene numericke
vrednosti temperature 7'(z) za veéi broj vrednosti visine z u intervalu 0 < z < h, integral foh %,
koji se javlja u barometarskoj formuli, moze numericki da se izracuna. Takode, ako se pretpostavi
da je mesanje slojeva sporo, onda moze da se smatra da se radi o adijabatskim procesima. U
tom slucaju nije zgodno direktno primenjivati barometarsku formulu, ve¢ treba iskoristiti jednacinu
adijabate , iz koje sledi

dp=Avpdp.

Kombinovanjem sa poslednjom jednac¢inom u (11.9)) dobija se
Alyp?~tdp = —pgdz = Kp'2dp = —dz,

gde smo sa K oznacili konstantu A’y/g. Dalje integraljenjem poslednje jednacine sledi:

p(h) = po (1 - %) ~ : (11.11)

gde je py = p(0), H = Kp]~"/(y — 1). Zamenom dobijenog izraza za gustinu u jednacinu adijabate
dobijamo i zavisnost pritiska od visine:

p(h) = po (1— %)1 : (11.12)

Uzimajuci u obzir na¢in na koji smo definisali H, lako se pokazuje da je

v P
g(v —1) po

Ako se uzme da je za atmosferu v &~ 1.4, kao i standardne vrednosti atmosferskog pritiska pg i
gustine py za temperaturu 7o = 288K na visini h = 0, dobija se da je H = 29.5km. Ovo znaci da
zaista nema smisla primenjivati dobijene formule na visini h = H (gde bi se dobile vrednosti p = 0
i p=0), posto na tim visinama pretpostavka o adijabati¢nosti procesa nije tacna.
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Iz knjige Lj. Ristovskog: "Fizika kontinuuma -fluidi”
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V. TALASI U IDEALNOM FLUIDU

——— s o e s e o . S e 2 e - ——

37. JEDNODIMENZIONO PROSTIRANJE MALIH POREMECAJA
U_IDEALNOM FLUIDU

Neka se u pravoj cevi sa pokretnim klipom nalazi idealni
i barotropni stiSljivi fluid, koji je u stanju mirovanja.
Odgcvarajuéim pomeranjem klipa, mozemo izazvati mali poremeéaj u
fluidu, odnosno malo sabijanje dela fluida u blizini klipa. Ako
je ovako izazvana promena gustine fluida mala, sto inace
pretpostavljamo, mozemo uzeti da Je

p=p (14+5s) (37.1)

Saesm oznadili gustinu fluida u kome je izazvan poremecaj, sa

o gustinu fluida pre pomeranja klipa, a sa s relativnu promenu
gustine, koja je jednaka
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S = ——==2o « 1 (37.2)

Poremeéaj koji smo izazvali pomeranjem klipa, prouzrokuje
kretanje cestica fluida. To nestacionarno kretanje mozemo opisati
koristeéi Eulerovu jednacinu (25.2) i jednadinu kontinuiteta
(16.4). PoSto je fluid stisljiv, a kretanje dJestica fluida
jednodimenziono, ove jednacine bice oblika

ov ov
1 1»
St *V13x, T T 5 o8,
(37.3)
b_p.’.az}. vbf-o
3t 96x1 * V1 3%, T

Uzeli smo da se destice fluida kreéu duz x, ose.
Posto smo pretpostavili da je fluid barotropan, mozemo
parcijalni izvod pritiska po koordinati izraziti na sledeéi nadin

dp _dp 9P _ 2 dp
3, ~dvoox, - 3%, ’ (37.4)
gde Je
¢ = gg (37.5)

Ovde treba naglasiti da pretpostavka o barotropnosti posmatranog
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moze biti zamenjena drugom., Naime, mogli smo pretpostaviti da se
kretanje fluida odvija u uslovima toplotne izolacije, tj. da je
adi jabatsko. Ranije smo 'pokazali da je idealan fluid koji vrsi
adi jabatsko kretanje obavezno barotropan, sSto dovodi do istih
rezultata.

Uzev3i wu obzir (37.4) i (37.5), jednadine 37.3) moZemo
napisati na sledeci nadin:

ov ov 2
_l + Vv -l + - a§ = 0
3t 10x] T TT+7s 8% T
(37.8)
N ov ov
0s 1 1 os _
3t " 8%, ok, tVidx, T

Ovo je sistem nelineranih parcijalnih diferencijalnih jednadina
prvog reda. Nepoznate funkcije su vy i s . ReSavanje ovog
sistema je otezano 2zbog prisustva nelinearnih élanova, tj.
¢lanova kod kojih se nepoznate funkcije pojavljuju kao
koeficijenti. Takav je, na primer,treéi ¢lan u obe jednaéine.
Polazna pretpostavka da Jje poremeéaj mali, tj. da je s«1,.
omoguéava linearizaciju ovih jednaéina. Pre svega, ocigledno je
da je treéi &lan u drugoj jednadini mnogo manji od drugog. Tredi
¢lan u prvoj Jjednadini mozemo linearizovati poSavSi od razvoja
velicine ¢ ,» kKoju posmatramo kao funkciju gustine, u stepeni
red oko ravnotezne vrednosti gustine:

2
dp ~ ,d d
=P (ER (525)% (p=9g) =
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2
~ 2 d’p
= ¢ +08 s (=-%) (27.7
a [} (d02 Do
Uzevsi ovo u obzir dobijamo da je
2
d’p
2 p s(--3)
2 28 2%t 2% s L 2 8s
I"%7s 5x1 1°% s 3x1 ] 3!1

Preostali su jo$ drugi ¢lan u prvoj jednadini i Setvrti
¢lan u drugoj jednadini sistema (37.6). Mi cemo ove dJlanove
zanemariti, ali kasnije éemo pokazati da je tako neSto i zaista
opravdano. Prema tome, na osnovu prethodnih razmatranja sistem
(37.6) moZemo svesti na sledeéi uproSdeni sistem linearnih
jednadina

ot o ox,
(37.8)
dv
s 1
ttax; =0

AKo prvu jednadinu diferencirame po X; 5 @ drugu po t, zatim
oduzmemo tako dobijene jednadine, uzevsi pritom u obzir da su
meSoviti izvodi brzine Jednaki, dobicemo da je
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2 2
9-2 - ci '_§_§_= 0 (37.9)
ot X

Na slidan naéin, diferencirajuc¢i prvu jednadinu po t a drugu po x

17
lako se dobija da je

52v1 > 62v1
St S (37.10)
ot 6x1

Jednacdine (37.9) i (37.10) zovu se akustidke jednadine.
One su specijalni oblik poznate talasne jednaéine, Etd@kazuje na
éinjenicu da se mali poremeéaji u idealnom fluidu prostiru u vidu

. Y . v '] 3 3 :
talasa. To su akusticki, odnosno zvucni talasi, koji se prostiru
brzinom c,

- /3y
¢, _\/de o, (37.11)

Jednacine (37.9) i (37.10) pokazuju da se i poremecag
relativne promene gustine s, a to znaéi i poremecaj gustine jer
je s~p,kao i poremecaj brzine prostiru u obliku talasa iston
brzinom ¢, . Treba podvuci da postoji suStinska razlika izmedju
brzina vli Co » vlje brzina destica fluida, a jednadina (37.10)
pokazuje da one osciluju oko svojih ravnoteznih polozaja. U
pocetnom trenutku, neposredno posle delovanja klipa, oscilovace
samo cestice u blizini klipa, ali to stanje oscilovanja ne ostaje
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lokalizovano, nego se prostire kroz fluid brzinom co. Prema tome,

c nema nikakve veze sa brzinom destica v, i predstavlja brzinu

1
prostiranja poremeéaja. Isto vazi i za velidinu s, odnosno
poremeéaj gustine. I on ne ostaje 1lokalizovan nego se Siri
brzinom c .

OpsSte reSenje talasne jednadine (37.9) je sledeceg oblika
s = F(x1 - cot) + D(x1 + cot), (37.12)

pri demu prvi deo resSenja opisuje prostiranje talasa u smeru
x, ose, a drugi deo resenja prostiranje talasa u suprotnom
smeru. Pokazimo ispravnost ovog tvrdjenja.

Uzmimo da je funkcija D jednaka nuli, tj. da je reéenje

(37.12) oblika s = F(x1 - <, t). Funkcija s = F(xl) odredjuje

. \—/
ol
/—\ S=F(x1—cot2)

1

s=F(x1-cot°)
Slika 37.1

profil talasa ( profil poremedaja gustine) u podetnom trenutku
t=0. U proizvoljnom trenutkt t ta funkcija ima isti oblik kao i u
potetnom trenutku (ista funkcionalna zavisnost), ali &e sve tacke
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odgovarajuée krive biti pomerene u smeru x, ose za c° t. Ako

uzmemo da je ref o sinusoidalnom talasu, tj.lako je F(xl— cot) =
const.sin(x1~ cot), onda se prethodno redeno moze ilustrovati kao
‘na slici 37.1.

Na slidan nadin se moze pokazati da je funkcijom D
predstavljen talas koji se prostire u negativnom smeru x,ose.

ReSenje jednadine (37.10) mozemo predstaviti u obliku

v, = f(x1 - cot) + d(x1 + cot) (37.13)

Lako se moZe pokazati da vaze sledede relaci je

(37.14)

U poslednjoj relaciji znak "+" treba uzeti u sluéaju kada se
talasni poremecaj prostire u smeru x, ose, a znak "-" u suprotnom
slucaju.

Veza izmedju vii s omoguéava nam da opravdamo ranije
izvrSeno zanemarivanje drugog ¢lana u prvoj jednadini sistema
(37.6), i detvrtog clana u drugoj jednadini. PoSto je Vi= €S,
i pritom je s«1, vidimo da je zanemarivanje ovih ¢lanova bilo
opravdano.

Razmotrimo sada prostiranje malog poremeéaja u idealnom
gasu. Ako se radi o adijabatskim uslovima, vazice relaci ja
(28.12), odnosno veza izmedju pritiska i gustine bice odredjena
jednadinom adijabate:
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= 2)Y
p=p (%)

Uzev3i u obzir ovu relaciju i jednadinu stanja idealnog gasa (p=
RT )dobijamo da je

2—92=p= )
< = 3 Y YRT (37.16)

Prema tome, brzina zvuénih talasa u idealnom gasu jednaka je

o= /B =7 (31.18)

Sa druge strane, iz jednadina (37.1) i (28.12) sledi da
je '

Po(1+s) 214+ys, (37.19)
pO

Jer je s« 1. Odavde dobijamo da je

P-p
—2 - 5= e (37.20)
Po B °o

Dobili smo ocekivani rezultat: poremeéaj pritiska se takodje
prostire kroz fluid kao talas. Ovaj zakljudak vaZi za svaki
barotropni fluid, nezavisno od uslova u kojima se kretanje
odvija, ali veza izmedju promene pritiska i promene gustine
(37.20) vazi, naravno, samo kada je kretanje adijabatsko.
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50. BEZDIMENZIONA JEDNAéINA KRETANJA VISKOZNOG
NESTISLJIVOG FLUIDA

Fizidke velidine koje su od interesa kod analize kretanja
fluida, izostavimo sada termodinamicku analizu, mogu se podeliti

u tri osnovne grupe:

1. Velicine koje karakterisu geometrijske uslove u kojima
se odvija kretanje ( predénik cevi, duzina predmeta koji se optice

i sl.).

2. Velidine koje karakteridu dinamidke i kinematictke
uslove kretanja fluida ( srednja brzina, protok, ubrzanje, sila
otpora, gradijent pritiska i sl.).

3. Velicine koje karakteris$u individualna svojstva fluida
(gustina, koeficijenti viskoznosti i sl.).

U opstem sludaju posmatrano, pri mehaniékoj analizi
kretanja viskoznog fluida postavlja se problem odredjivanja
oblika funkcionalne relacije izmedju pomenutih velidina. Rec je o
funkcionalnoj vezi

f(L,V,prn, 8p, £, t)=0 (50.1)

v

gde je L karakteristicna linearna dimenzija ( na primer sirina
kanala kroz koji fluid protiée), vV Je karakteristicna vrednost
brzine ( na primer srednja brzina fluida), &p Jje karakteristicna
razlika pritisaka (s nije Laplaceov operator, veé oznadava
razliku), f je gustina zapreminskih sila, t vreme 1 ¥ je
koeficijent viskoznosti. Umesto L moze figurisati ugao ili neka
druga velic¢ina ( ili vide njih), koja karakterise geometrijske
uslove u kojima se odvija proticanje. U svakom sluéaju, ovde smo

. . s . LY. . LY
naveli skup osnovnih fizickih wvelicCina potrebnih za mehanicki
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opis kretanja fluida. Moguée je formirati i druge skupove u
kojima bi bile ukljuene i druge fizidke velidine, ali to ne
menja znacaj i smisao rezultata koje ¢emo u nastavku dobiti.
Primetimo da je u funkcionalnoj relaciji (50.1) sadrzano
7 fiziékih veliéina. Kako u mehanici fluida imamo tri velidine sa
nezavisnim dimenzionim relacijama ( L, M i T ), to sledi da od
gornjih 7 velidina moZemo formirati 4 bezdimenzionih veliéina
(n=7 , k=3, n-k=4). Ovde govorimo o velic¢inama koje igraju
ulogu nezavisno promenljivih veliéina u relaciji (49.10). Vec smo
ranije rekli da je konkretan izbor triju velicina sa nezavisnim
dimenzionim relacijama proizvoljan. To ne moraju obavezno biti
L, Ti M, ali se najéeéée uzimaju L, V i p. Sa takvim izborom
dobijaju se sledece &etiri bezdimenzione I velicine:

U . n_ . g - -&P
"1 % Re T IVF 2= E =03
(50.2)
=1 . £ n -g=YT
BERT e 4=S=¢g

Na ovaj nacin definisane velicine Re y 3, Fr i E , koje imaju
veliki znadaj u dinamici fluida: zovu se Reynoldsov (Re),
Strouhalov (S), Froudeov (Fr) i Eulerov broj (E). Smisao ovih

v s . b s
brojeva moguce je~ lakse sagledati ako se izvrsi analiza tzv.
bezdimenzione jednacine kretanja viskoznog nestisljivog fluida,

Ova jednaéina se dobija na sledeci naéin:
Polazi se od Stokesove jednaéine kretanja viskoznog
nestiéljivog fluida. Umesto promenljivih x , t i velic¢ina v , P 1

Ky A : .,
f, uvode se nove promenljive i velicine sledecim smenama
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Ovde su velikim slovima oznadene kavakteristidne za  dato
proticanje vrednosti odgovarajuéih fizidkih velicina. Novo
uvedene primovane velicine su bezdimenzione, a njihovim
uvodjenjem Stokesova jednacina postaje (posmatramo projekciju te
jednaéinu na jednu od koordinatnihosa)

L °Vi §§§ vy L
=5 T+ /. V. szF =5 f -
VT ot jzi 99Ky T 2 i
.=3 \2
P ba’ \ g—— ° V:'L (50 3)
- ==3 3ty *+ gr s .
pve %5 R 3EL oxg

S . . . . P . v
Uzevsi u obzir definicione relacije (50.2), gornju jednacinu
e
mozemo napisati u sledecem obliku

12 §§§ A S APPRN - U %ig ¥ (50.4)
——— o+ V! === ==2- - T 4+ e —_—— .
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Ovo je bezdimenziona jednaéina kretanja viskoznog nestiéljivog
fluida. Treba obratiti paﬁnju da postupak njenog izvodjenja
’omoguéava definiciju brojeva Re, Fr, S i E, na naéin koji Je
nezavisan od postupka koji je zasnovan na primenif-teoreme.
Brojevi Re, Fr, S i E su od velikog znaéaja u analizi
tzv. sliénih fizidkih pojava. Mi nedemo govoriti o sliénim
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fizidékim pojavama, niti o teoriji sllénosti, a ove brajeve smo
uveli zato Sto se na osnovu procene njihove vrecdnosti moze
oceniti odnos poJedinih élanova u bezdimenzionoj jednadini
kretanja, pa se moze videti da 1li su neki od njih zanemarljivi u
odnosu na ostale. Veé smo ranije rekli da nam najveée probleme
stvara nelinearni ¢lan (V9)¥ ( drugi &lan u jednadini (50.3)), i
zato cemo od pomenutih brojeva u daljem izlaganju koristiti samo
one, koji nam omoguéavaju da izvrsimo procenu tog ¢lana. Za
ostvarenje tog cilja dovoljan nam jJe heynoldsov broj, Sto sledi
iz jednadine (50.3). Naime, kada Jje Re» 1 , moZemo u toj
jednaéini zanemariti poslednji ¢lan na desnoj  strani, koji
predstavlja viskoznu silu po jedinici mase. U suprotnom slucaju,
kada je Re¢l , moze se zanemariti nelinearni ¢lan ( drugi ¢lan

. . . v -/ . .
na levoj strani Jednaélne), sto se moze lako videti ako se a

v

cela
jednacina pomnozi sa Re. Ovaj ¢lan se naziva konvektivna ili
mas

inercijalna sile, Sila, jer ima dimenzije sile po Jjecdinici

¢

(ubrzanja). Ovde se moze postaviti pitanje zasto vrsimo
poredjenje samo pomenuta dva dlana - viskozne i konvektivne sile,
cdnosno  zadto ne procenjujemo 1 velidinu drugih élanova iz
jednaéine (50.3), tacnije prvog i drugog ¢lana na desnoj stran.
te jednaéine. Pre svega, da bismo pocenili velidinu tih élanova,
potrebno je da znamo karakteristiéne vrednost velidina F i P.
liedjutim, $§to je vaénije, prisustvo tih C¢lanova ne komplikuje
bitno postupak reéavanja jednacline kretanja. To nije sluéaj sa
konvektivnom 1 viskoznom silom, jer prisustvo prve ¢ini jednaéinu
kretanju nelinearnom, a prisustvo druge uvedava red jednaéine.
Zato Jje posebno vaéno da se proceni odnos te dve sile. Ako se
inercijalna sile moZze =zanemariti u poredjenju sa viskoznonm,
nezavisno od toga kolika je wvelidina druga dva &lana, jednadina
kretanja prelazi u linearnu parcijalnu jednadinu drugog reda, a u
suprotnom sludaju u nelinearnu parcijalnu diferengcijalnu
jednadinu prvog reda. I u jednom i drugom sluéaju radi se o

v . . v . . - .
znatnom upros$éenju problema reSavanja jednadine kretanja.
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Primetimo na kraju da je vrcdnost Reynoldsovcg brcja
odredjena fizidkim i geometrijskim uslovima u kojima fluid vrsi
proticanje, kao i fizickim karakteristikama samog fluida. Naime,
karakteristiéna vrednost brzine odredjena je fizickim uslovima u
kojima se sistem nalazi, preko koeficijenta viskoznosti i gustine
ukljuEene su fizidke Kkarakteristike samog fluida, a preko
xarakteristidne duZine L uradunavaju se, moze se tako reci,
geometrijski wuslovi u kojima se odvija kretanje. Tako ,- kod
proticanja izmedju dve ravni L je rastojanje izmedju tih ravni, a
kod opticanja sfere njen poluprecénik itd.
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